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Il soggetto di questo libro e V esposizione dei 
metodi per determinare i valori massimi e minimi 
delle funzioni primitive e integrali. 1 grandi mate- 
matici, il Fermat, T Eulero, il Lagrangia, ed i loro 
successori, benché avessero attribuito a questi me- 
todi una grande importanza, e li avessero fatti 
oggetto di studi speciali, ciò nondimeno essi non li 
condussero a quel grado di semplicità e di univer- 
salità, che qualificano i metodi analitici, che hanno 
raggiunto 1' ultimo grado della perfezione. Imperoc- 
ché nel calcolo differenziale non si é potuto ancora 
stabilire fra quali valori della variabile la funzione 
è massima o minima; né si sono distinte le diverse 
specie di funzioni che sono capaci di assumere tali 
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valori; e l'unica regola nota del calcolo differen- 
ziale non fa conoscere né la natura della funzione, 

m 

ne quella del massimo e del minimo che se ne ri- 
cava. Nel calcolo integrale poi il metodo ritrovato 
dair Eulero, esposto nella sua Methodus inveniendi 
lineas curvas maximi minimive proprietate gaur 
denles, e poclii anni dopo dal Lagrangia alquanto 
semplificato, contiene inconvenienti gravissimi a cui 
fino al giorno d' oggi non si 6 potuto trovar riparo. 
Infatti il calcolo delle variazioni, oltre di essere com- 
plicato ed oscuro, in un numero illimitato di casi 
mena diritto a soluzioni evidentemente assurde, co- 
me, ad esempio, 4=0, 2 = 0, e simili. Gli analisti, 
come lo Stegmann, il Lindelòs, il Jellet ed altri, i 
quali se ne sono accorti, hanno creduto che questi 
casi fossero eccezioni alla regola generale, non po- 
nendo mente che nell' analisi le eccezioni si presen- 
tano sempre sottx) forma indeterminata, e non mai 
come assurdità manifeste. Tenendo per inconcusso 
quel principio di logica elementare, che le conse- 
guenze assurde non possono derivare se non da 
premesse false, mi posi a studiare in so medesimo 
il processo logico seguito dall' Eulero e dal Lagran- 
gia, per tentare di scoprire la causa intima, e la 
prima radice dei difetti del calcolo delle variazioni; 
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e dopo parecchi tentativi mi parve di esser venuto 
a capo del mio intento. Credo utile di far conoscere 
ai giovani analisti la via da me battuta nel far V ana- 
lisi d' un soggetto così complicato e così irto di dif- 
ficoltà d' ogni genere. 

Avendo osservato fin da principio che gli analisti 
non hanno gli stessi concetti di massimo e di mi- 
nimo; anzi che usano queste parole ora in un senso, 
ora in un altro, secondo che torna più comodo, e 
quasi sempre in senso assoluto, mentre hanno un 
significato essenzialmente relativo, ne dedussi che 
questi concetti non per anco erano stati determinati. 
Il bandolo della matassa era così nelle mie mani, 
e il dipanarla non poteva più offrire insuperabili 
difficoltà; conciossiachè nelle scienze di pura specu- 
lazione, come la matematica, il tutto dipende da una 
esatta, chiara e precisa determinazione de' concetti 
fondamentali che servono di lume ai ragionamenti, 
e forniscono la materia de' calcoli. Gli analisti sono 
abituati di determinare i concetti per mezzo di de- 
finizioni di nomi; ma questo metodo buono, utile, 
legittimo, eccellente nella geometria, nella quale 
colla definizione si genera la forma geometrica, non 
sempre riesce applicabile nell' analisi ; stante che que- 
sta presuppone la forma sia geometrica, sia mecca- 
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nica, sia fisica, e non la può generare; e quando 
per uno sfoi^zo di astrazione si separa dal contenuto 
concreto la pura forma analitica, il concetto di que- 
sta forma riesce di necessità astratto e indeterminato; 
conseguentemente ciò che rappresenta non sono le 
stesse forme che si sottopongono al calcolo. L' ana- 
lista astraendo la forma analitica dalla forma con- 
creta crede di generalizzare, e spesso, senza accor- 
gersene, cade nel vago e neir indeterminato. É un 
difetto in cui sono incorsi qualche volta anche i 
grandi analisti, come avremo occasione di toccare 
in seguito di questo proemio. Lasciando per ora ciò 
da parte, io mi posi ad investigare in se medesime 
le funzioni che sono capaci di assumere valori mas- 
simi e minimi, e pervenni a distinguerle in due grandi 
classi; la prima delle quali comprende le funzioni 
che sono doppiamente variabili, di forma cioè e di 
valore; e la seconda, quelle che variano soltanto di 
valore. Le prime le ho chiamate funzioni indeter- 
minate, e le seconde, funzioni semplicemente, o fun- 
zioni determinate. Questa distinzione, che abbraccia 
le funzioni la cui forma è nota, e di cui si tratta' 
nel calcolo differenziale, è di primaria importanza; 
stantechè il massimo di una funzione indeterminata 
ò sempre relativo a due minimi estremi; ed il mi- 
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nimo, a due massimi; conseguentemente la varia- 
bile da cui la funzione dipende deve poter assumere 
tre particolari valori, uno intermedio e due estremi, 
a cui corrispondono i tre valori della funzione, il 
massimo cioè ed i due minimi; od il minimo ed i 
due massimi. Quando invece la funzione è semplice 
determinata, il massimo è relativo ad un solo 
minimo, e vicendevolmente; quindi la variabile deve 
assumere due particolari valori, uno per il massimo, 
e r altro per il minimo. Ho dato le regole generali 
per trovare, nel primo caso, i tre valori della va- 
riabile; e nel secondo, i due valori di essa; ed 
inoltre ho stabilito una regola semplicissima per di- 
scernere se una data funzione è determinata od in- 
determinata. Come il lettore può intendere da que- 
sto breve cenno, la teorica de' massimi e minimi 
del primo ramo dell'analisi viene presentata sotto 
un nuovo aspetto, e completata; e al vecchio me- 
todo seguito dagli analisti, ne ho sostituito un altro, 
che, se 1' amor delle proprie fantasie non inganna, 
mi sembra più semplice, e da non dover punto di- 
spiacere a quelli che coltivano questi studi. Si trova 
esposto nel capitolo secondo. 

Collo stesso metodo di analisi mentale procedo 
nel capitolo terzo a determinare i concetti de' mas- 
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simi e minimi delle funzioni integrali, ed a mostrare 
che questi differiscono in natura da quelli del cal- 
colo differenziale. Gli analisti senza averne mai fatto 
alcun esame, ritengono a priori che fra gli uni e 
gli altri non vi sono differenze caratteristiche; onde 
hanno creduto che si dovessero trattare, salvo leg- 
gere e insignificanti modificazioni, ciò che è confes- 
sato comunemente, nello stesso modo con cui si ri- 
solvono i problemi de' massimi e minimi del calcolo 
differenziale. Questa erronea ipotesi mi ha obbligato 
di esporre minutamente il mìo concetto; perchè sono 
di avviso che quando i concetti che rappresentano 
le forme che si sottopongono al calcolo non sono 
bene definiti, il calcolo non solo non serve a nulla, 
ma, quel che è peggio, produce confusione d' idee, 
ed errori d' ogni genere. 11 resto di questo capitolo 
contiene una critica dura e severa del calcolo delle 
variazioni. Sono stato qualche tempo in dubbio se 
dovessi no pubblicarla. Il dubbio nasceva dal pen- 
siero, che chi combatte un grosso errore che passa 
fra i dotti cultori di una scienza come una sublime 
scoperta, diffìcilmente evita la taccia di uomo pro- 
suntuoso e vano; ed io che ho una chiara co- 
scienza della mia pochezza non voleva incorrere in 
un biasimo che so di non meritare. Ma se il filosofo 
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che si accorge di un errore comune nella scienza , 
tacesse, chi si assumerebbe il triste e disgustoso uf- 
ficio di affrontare le ire e i sarcasmi de' dotti ? Non 
ò egli forse il Cireneo della scienza? Oltre di che 
r esperienza ha dimostrato che qualunque sia il modo 
con cui una novità si espone, i dotti non V accol- 
gono mai con favore. Ne' paesi colti, ne' quali gli 
sforzi individuali per far progredire la scienza, sono 
avuti in pregio, le novità si combattono si, ma con 
armi oneste, e dal cozzo delle opinioni schizza fuori 
la luce; e la verità non corre mai o quasi mai pe- 
ricolo di essere soffocata dalla non curanza e dal 
disprezzo dell' aurea mediocrità. In questi paesi chi 
ha da esporre i suoi pensieri può astenersi, anzi gli 
è debito di cortesia verso i dotti contemporanei, di 
astenersi dalla critica delle opinioni correnti, e dal 
combattere gli errori contrari alla verità che intende 
di propugnare. Ma in Italia il caso è ben altro: da 
noi la polemica scientifica non si conosce; e le no- 
vità non solo non si valutano per quel che valgono, 
ma sono giudicate con incredibile leggerezza, e com- 
battute con armi ignote ai veri dotti. E quel che è 
più singolare anche le persone che non coltivano 
certi studi, e quelli che dovrebbero avere maggior 
|)remura di promuovere le novità, vi si schierano 
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centra; e se possono rendervi qualche disservigio, 
credono di aver ben meritato della scienza. Questo 
ò vecchio stile degli italiani ; né il tempo e la civiltii 
r hanno potuto per niente modificare. Quindi si 
spiega perchè i ritrovati dell' ingegno italiano, al- 
meno per la maggior parte, non hanno acquistato 
il diritto di cittadinanza, se non dopo aver valicate 
le alpi, ed essere ritornati a casa abbelliti con abiti 
stranieri. Di che accortisi alcuni nostri dotti contem- 
poranei, sono stati costretti, per salvarli dair oblio, 
di pubblicare i frutti delle loro meditazioni in tede- 
sco, in francese, in inglese, e non se anche in greco 
ed in ispagnolo. I nostri dotti, che si appigliano a que- 
sto partito, hanno delF ingegno e del carattere ita- 
liano un' assai triste opinione ; ma io credo che avvi 
un mezzo semplice ed onorevole di risparmiare 
questo sfregio ai proprii concittadini: rinunciare al- 
l' approvazione de' dotti, e scrivere per i giovani. 
L' ingegno de' giovani in generale è vivace, libero, 
non vincolato dalle pastoie della tradizione, e dai 
pregiudizii delle scuole; e quello de' giovani italiani 
in ispecie è potente, pronto, dotato d' intuizione ma- 
ravigliosa della verità. La si esponga questa in modo 
semplice, chiaro, ordinato, ed essi avranno cura di 
fecondarla e di farla fruttificare. A chi ha da mani- 
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restare un qualche suo pensiero non piaee di en- 
tiarc in minuti particolari; di richiamar presenti ad 
ogni tratto dottrine già note e comuni; in breve, 
non piace di scrivere in forma elementare : T amor 
proprio di uomo dotto e di pensatore non ne ri- 
mane soddisfatto. Ma senza di ciò, o bisogna rinun- 
ciare di scrivere nella propria lingua, e mancare al 
primo dovere che un uomo di studii ha verso del 
proprio paese; o rassegnarsi di vedersi stortamente 
giudicato da persone intelligenti ed autorevoli, che 
o non leggono i nuovi libri, o li scorrono con tanta 
superficialità, che non riescono a raccapezzarne il 
costrutto. Il Galilei scrisse sempre in forn)a elemen- 
tare le sue opere, e le sue scoperte furono [)opola- 
rissime fin da principio, e trionfarono di tutti gli 
ostacoli: il Vico, lo dice egli stesso, scrisse per i 
ilotti, e i dotti lo pagarono della moneta clic si 
aveva meritato. Generalmente si crede che i dotti 
faimo guerra alle novità {)er invidia, per la troppa 
alla opinione che hanno di sé medesimi, e la poca 
nessuna stima dell' ingegno altrui: queste non 
sono le vere cause, perchè la guerra alle novità e 
un fatto costante ed universale, che non può esser 
prodotto da cause accidentali. Le vere cause sono 
tutte di ordine» psicologico e logico, indi|)en(ienti 
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dagli umori personali degli uomini dotti; e sareb- 
bero un interessante soggetto di una memoria, che 
è a maravigliare non ancora sia stata messa a con- 
corso da qualche Accademia di scienze filosofiche. 
Checche sia di ciò, io che non ho ne ingegno né 
sapere sufficiente per scrivere opere dotte fo della 
necessità virtù, ed espongo i miei pensieri nella for- 
ma più umile, e mi rivolgo ai giovani. Or, chi 
scrive per i giovani, è obbligato di far la critica 
delle opinioni contrarie a quelle che intende di far 
valere ; quindi prima di mostrare ad essi come vanno 
risoluti i problemi de' massimi e minimi delle fun- 
zioni integrali, io ho dovuto provare che il calcolo 
delle variazioni è un metodo vizioso: 4.*" perchè 
r ipotesi su cui r Eulero e il Lagrangia lo fonda- 
rono è falsa e arbitraria; 2.'' perchè mena per di- 
ritto ad un illimitato numero di assurdità incompa- 
tibili con i principi più elementari della logica ordi- 
naria e del calcolo ; 3.*" perchè V equazione di con- 
dizione stabilita prima dall' Eulero, e poi dal Lagran- 
gia, non ha connessione logica alcuna coir ipotesi 
della variazione. Risolutomi a combattere un errore 
dominante, non ho voluto lasciar campo aperto alle 
sottigliezze, r V argomento V lio volto e rivolto da 
tutti i lati: può darsi che mi sia ingannato; |)uò 
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(laì*si anche che sia riuscito a sbarazzar V analisi di 
un piccolo mostro, eh' era lo spauracchio de' giovani 
studiosi, e il cavallo di battaglia di chi voleva dar 
prova d' ingegno e di sapere. Imperocché sul con- 
cetto della variazione si è fabbricato un castello di 
calcoli, per lo più inaccessibili alla generalità degli stu- 
diosi di matematica, senza prima assicurare se le fon- 
damenta di questo castello erano ben solide. Come il 
lettore può immaginare, io ho preso di mira le fon- 
damenta : il resto dell' edificio non mi dava fastidio, 
e r ho lasciato scrollare da sé medesimo. 

Nel far la critica del calcolo delle variazioni ho 
avuto in mente un altro scopo, foi'se più importante; 
il quale perchè non appare in modo esplicito dal- 
l' opera, dirò qui in che consiste. In generale dalle 
persone ignare di matematica si crede che i mate- 
matici siano infallibili. Questa credenza tanto co- 
mune, radicata e profonda ha esercitato un' influenza 
grandissima sugli stessi matematici; i quali, salvo le 
debite eccezioni, si sono persuasi anch' essi di essere 
infallibili, come traspare dalla forma che si dà all' in- 
segnamento, e dallo stile che si adopera ne' lavori 
che si pubblicano. Or, questa credenza è dannosis- 
sima al progresso della scienza. Ciò che avvi di 
certo nella matematica sono le regole del calcolo 
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ed i principi generali; vale a dire, tutta la parte 
formale: ma i concetti che servono di lume ai ra- 
gionamenti, e le ipotesi su cui si fondano i calcoli 
non sempre sono veri e corretti. I grandi matema- 
tici lo sanno ; onde il Laplace, che doveva ben -co- 
noscere i fatti di casa propria, diceva che bisogna 
rifare le matematiche, e collocarle sopra un nuovo 
piedistallo. Rifare le matematiche, qual parte? La 
formale? Si farebbe dire al valentuomo un errore 
grossolano. Egli alludeva ai concetti ed alle ipotesi ; 
tanto ò vero che tosto soggiungeva: Sarebbe cosa 
desiderabile che guest' opera fosse impresa da un 
uomo nuovo, estraneo ai movimenti ed ai progressi 
della scienza; e che di essa non conoscesse se non 
i primi eleìnenti. Dello stesso avviso si fu presso a 
poco il Lagrangia, quando scrivendo al d'Alembert, 
diceva : La miniera è già troppo profonda : se non 
si scoprono nuovi filoni, bisognerà tosto o tardi 
abbandonarla. Nulla dico dell' Eulero, il quale non 
metle mai mano al calcolo, se non dopo aver sotto- 
posto a rigorosa analisi mentale i concetti e le ipo- 
tesi preliminari. Le opere di questi grandi maestri, 
non ostante i loro difetti, sfideranno i secoli, e sa- 
ranno r ammirazione di tutti gli uomini di genio, 
non già per la massa materiale de' calcoli che con- 
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tengono ; ma [)er V opera del pensiero, e V arte fi- 
nissima con cui determinano i concetti fondamentali, 
ed escogitano le ipotesi sussidiarie de' calcoli. In 
queste opere, il calcolo propriamente detlo, occupa 
un posto secondario, iquasi come le ultime tinte e 
sfumature con cui un artista sovrano colora il suo 
disegno. Quelli che non hanno il gusto delle specu- 
lazioni analitiche si affidano interamente e ciecamente 
al calcolo: incominciano a scrivere con x ed y, e 
terminano con y e z: e questi tali, incapaci di di- 
scernere in un lavoro di matematica, qual parte vi 
ha il calcolo, e quale l'analisi logica dei concetti e 
delle ipotesi, confondono una cosa coli' altra; e l' in- 
fallibilità delle regole del primo la estendono alla 
seconda; onde sapendo con certezza come si fa la 
somma e la sottrazione, si credono infallibili. La pre- 
tensione è molto singolare e piacevole, e farebbe 
ridtre se non riuscisse dannosa al progresso della 
scienza. Io ho voluto scuotere ne' giovani analisti 
questa irragionevole pretensione, mostrando loro con 
la critica di una teorica celebre che un' ipotesi, ben- 
ché universalmente accettata dai dotti, può essere 
arbitraria e falsa, affinchè di buon' ora essi si per- 
suadano, che l'infallibilità non è un dono, che la 
madre natura concede ai soli matematici. Questi 
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sono uomini come tutti gli altri; e se in alcune parti 
essi sono meno soggetti ad errori ed illusioni, Io si 
deve alla natura stessa della scienza che coltivano, 
e non mica ad una qualità particolare dell' ingegno 
matematico. La libertà del pensiero non è meno ne- 
cessaria ai matematici, che a qualsiasi generazione 
di dotti; anzi essi ne hanno più bisogno degli altri; 
attesoché nella scienza che coltivano V errore prende 
più facilmente le sembianze della verità, ed ò più 
difficile a scoprire. Gli abiti che si contraggono ra- 
gionando dietro la scorta di regale semplicissime, 
fornite di una evidenza tutta loro particolare, ren- 
dono i matematici presso che intrattabili con chiun- 
que si permette di affacciar dubbi contrari alle loro 
conclusioni. Contro di questa tendenza che si svi- 
luppa quasi fatalmente ne' matematici, specie, nei 
(calcolatori, non vi è altro rimedio, se non lo sfor- 
zarsi, fin dalla prima gioventù, di serbare intatta la 
libertcì del proprio pensiero. Questa è V antemurale a 
cui s' infrangono tutte le borie de' dotti ; la cittadella 
sacra in cui si educano gli operai della scienza. Fa 
mestieri che i giovani si mettano bene in mente, che 
quelli i quali si lasciano sopraffare dal peso dell' auto- 
rità, possono diventare abili calcolatori, ma non mai 
aspirare ad emulare la gloria de' veri matematici. 
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Questi sono filosofi: non disprezzano nulla, ma niente 
accettano senza esame : siccome non mirano alla lode 
e agli applausi, ma al progresso della scienza, essi 
considerano i' accordo de' dotti conie semplice avver- 
timento di studiare più profondamente le teoriche 
invalse, sia per correggerle se difettose, sia per sem- 
plificarle e generalizzarle se complicate e particolari. 
11 Cartesio, il Leibniz, il Newton, T Eulero, il d' Alem- 
bert, il Lagrangia furono matematici filosofi, e li- 
beri pensatori. 

Nel quarto capitolo dò la soluzione generale dei 
problemi de' massimi e minimi delle funzioni integrali 
definite. Le formole che stabilisco includono come 
un fattore particolare V equazione di condizione ri- 
trovata dall'Eulero e dal Lagrangia; e forniscono 
sempre la soluzione del problema, qualunque sia la 
forma della derivata; ed inoltre rendono manifesta 
la causa per cui spesso il calcolo delle variazioni 
mena a risultati assurdi. 

Le dottrine che svolgo nel secondo, terzo e 
quarto capitolo sono tutte coordinate alla teorica 
generale delle funzioni. Si sa che le diverse parti 
del calcolo sono per la maggior parte slegate e in- 
dipendenti le une dalle altre; il che ò dipesa dalla 
mancanza d' un principio universale, atto a coordi- 
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narle in un tutto armonico. Il principio delle funzioni 
unigenee ha soddisfatto questo supremo bisogno del- 
r analisi, e riempito un vuoto. Quindi per comodità 
de' lettori della presente opera, i quali non hanno 
veduto la Teorica del calcolo delle funzioni, espongo 
sommariamente nel primo capitolo il principio delle 
funzioni unigenee. Non ò una semplice riproduzione 
di quel che pubblicai V anno scorso ; perchè il con- 
cetto generale delle funzioni unigenee e esposto con 
maggiore semplicità e comprensione, ed il principio 
applicato alla ricerca delle derivate di nuove classi 
di funzioni, di cui non ho trovato cenno ne' trattati 
di calcolo e di meccanica che sono a mia conoscenza. 
1 cultori deir analisi avranno così nelle mani un 
mezzo sicuro per sperimentare la potenza e V uni- 
versalità di questo principio. 

Quando pubblicai V anno scorso la Teorica del 
calcolo delle funzioni m' immaginava che gli analisti 
non le dovessero fare cattiva cera; perche il bisogno 
di una ragionevole spiegazione dei principi del cal- 
colo ò stato universalmente sentito da tutti i mate- 
matici; e quelli che V insegnano poi sanno con quanta 
diflìcoltà i concetti d' inflnitamente piccolo e di limite 
trovano accesso nelle menti giovanili. É noto anche 
che molti abbandonano questo studio perchè non 
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sono capaci di conficcarsi in mente que' concetti. 
Né può essere altrimenti: sono concetti arbitrari, 
senza alcun rapporto colle quistioni che si trattano; 
e, come tutti i concetti arbitrari, non producono, 
ne possono produrre altro effetto, se non che oscu- 
rità e confusione d' idee. In parte non m' ingannai 
nella mia aspettxitiva ; ma il piacere che si sente 
neir essere utile al prossimo fu ben tosto pagato a 
caro prezzo per le ingiurie con cui alcuni analisti 
nostrali vollero caricarmi in grazia di quel mio libro. 
Si prese di mira principalmente il principio delle 
funzioni unigenee : era naturale : è un principio 
nuovo, non traveduto da nessuno, universalissimo; 
che semplifica e generalizza i metodi analitici ; rende 
agevole il calcolo a tutti; lo sbarazza di queir av- 
vanzo di metafisica scolastica, che il Leibniz me- 
scolò alla sua grande scoperta; rettifica molte idee 
storte ; espelle molti pregiudizii ; restringe ne' suoi 
giusti confini il concetto di limite; in breve, trasfor- 
ma r analisi. Quindi certi nostri analisti non sapendo 
tollerare in pace, che un filosofo loro collega, forse 
perchè appartenente alla classe de' minimi, venisse 
in loro aiuto con parola franca, tolsero occasione di 
provare, che in grazia di quel principio io mi era 
dimostrato un ignorante e peggio. Che io sia un 
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ignorante, lo sapeva da me medesimo; ma che lo 
sia in grazia di quel principio, che mi è costato 
otto anni di ostinate ed incredibili fatiche, mi sem- 
bra un po' troppo. Se questi nostri cortesi analisti 
avessero buttate le loro reti nella parte di calcolo 
che si contiene nel mio libro, forse qualche pesciolino 
lo chiappavano; e la verità della loro tesi sarebbe riu- 
scita più facile a dimostrare. Ma no : era il principio 
generale che si voleva strozzare. E in che modo? 
Con una formidabile argomentazione, che io, per ve- 
nire in loro soccorso, tradurrò dal frasario conven- 
zionale in lingua comune, affinchè tutti V intendano. 
Nella prima lingua V argomento consiste nel seguente 
sillogismo. Le derivate delle funzioni unigenee sono 
uguali. Questo è il mio principio nella sua umile 
semplicità. Ma le derivate delle funzioni che differi- 
scono di una costante sono uguali; dunque le fun- 
zioni unigenee sono funzioni che differiscono di una 
costante. Se tu non sei un analista, mio caro let- 
tore, non puoi penetrar tutta la forza dell' argo- 
mento ; perciò è necessario die tu sappi che la mi- 
nore del sillogismo esprime una verità volgarissima 
e insignificantissima, che sta scritta di sopra e di 
sotto a tutte le panche di una scuola di elementi di 
calcolo. Ora puoi intendere fin dove giunge la mia 
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ignoranza, niente meno, che a spacciare come prin- 
cipio universale di analisi una verità trita e di nes- 
sun uso. Perchè tu ne resti sempre più persuaso, 
caso mai ne avessi di bisogno, ti traduco, come ho 
promesso, in lingua volgare cotesto sillogismo. Esso 
suona cosi. Il pane nutrisce; ma il fieno nutrisce; 
dunque il pane è fieno. La forma logica de' due 
sillogismi è la stessa. Per i cultori delF analisi ho 
dato al primo, alla pagina 15 di quest'opera, la 
risposta che si meritava: del secondo non occorre 
parlarne. Per trovare qualche cosa di simile nella 
storia del nostro paese, bisogna lasciarsi indietro il 
buon Simplicio, il quale peccava per la materia, ma 
mal quasi mai per la forma de' suoi sillogismi ; 
e risalir fino a Calandrini: questi solo era capace, 
per non smentire la tradizione italiana d' impugnare 
arditamente qualche nuova verità, di esporsi al ri- 
dicolo con argomenti di quel genere. Cosi con un 
sillogismo che non è nò in barbara, né in ferio, 
nò in baralipton si dimostrava agli scolaretti e alle 
persone ignare di matematica, che io sono un igno- 
rante; e qualche cosa di peggio. Sono prodezze dav- 
vero degne di certi sapienti del nostro paese! 

Dallo stesso sillogismo si cavò come corollario, 
che io aveva scritto un libro sulle funzioni senza 



XX I* U e» E M I O 



avere il concetto della funzione. É indubitato che 
da quelle preniesse non poteva dedursi conclusione 
più legittima. La logica è inesorabile e spietata come 
e forse più che la stessa matematica : ma V ingiu- 
rioso corollario invece di offendermi, mi guarì dagli 
umori che già cominciavano a circolar nel mio 
sangue, prodotti dal vedere così sconciamente gua- 
sta r arte del sillogizzare. Dire a un filosofo : tu non 
hai saputo costruire il concetto che hai inteso di 
regalare ai lettori del tuo libro, ò come dire a un 
matematico : tu hai scritto un volume di calcoli 
senza conoscere le regole dell' abbaco. Imperocché 
r arte di costruire i concetti, non già per mezzo di 
definizioni di nomi, ma mediante V analisi mentale 
del soggetto che deve rappresentare, ò parte princi- 
palissima della filosofia. Gli altri scienziati partecipano 
più meno di quest' arte, secondo il maggiore o 
minor grado di cultura filosofica eh' e' hanno; e 
quelli che non ne hanno punto, possono definir no- 
mi, e prendere i concetti dai libri che leggono, ma 
costruirli da sé medesimi non possono. In Italia vi 
sono molti che disprezzano i filosofi, e menano vanto 
di non aver mai aperto un libro di filosofia : a loro 
avviso il filosofo non è solo una persona, il cui me- 
stiere é di non far nulla, e di specular su tutto, 
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come diceva graziosamente Adamo Smith, ma è la 
sentina di tutti i vizi: non lo dicono espresso, ma 
lasciano intendere che in cuor loro e' lo ritengono 
a dirittura come un miserabile sofista. Con queste 
volgarità per il capo si comprende e si spiega la 
infinita leggerezza con cui giudicano le opere dei 
filosofi. Or, questi pregiudizi, se nuocciono alle 
scienze sperimentali, sono esiziali alla matematica. 
Questa è scienza di pura speculazione: si fonda 
sopra concetti, e progredisce per lo scoprimento 
(li alcuni rapporti primitivi, che il filosofo sotto- 
pone a leggi generali, e che sono quelli che ser- 
vono di fondamento ai metodi d' investigazione. 
La matematica è nata nelle scuole de' filosofi, e deve 
ad essi tutti i suoi metodi generali: quindi non si 
comprende come mai certi nostri analisti siano così 
nemici dei filosofi, e della filosofia. Credono essi 
che la matematica non abbia più bisogno della sua 
generatrice? Cosi dev'essere, a giudicare dal linguag- 
gio che tengono; e più che dal linguaggio, dalle 
opere che pubblicano. Conciossiachò in queste opere 
tu non trovi che calcoli, e poi calcoli, e sempre cal- 
coli, tanto da restarne aflbgato. E che calcoli! che 
evidenza, che ordine, che semplicità, che eleganza 
di forme, che arte finissima di sceglierei di situjire 
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i problemi, e di trovare le vie più piane e più diritte 
che conducono alle soluzioni ! Continuando di questo 
passo, morti che saranno il Brioschi, il Genocchi, il 
Beltrami, il Pergola, il Cua, il Minich, il Bellavitis, il 
Casorati e que' pochi altri che appartengono alla 
vecchia scuola dell' Eulero e del Lagrangia, V Italia 
diventerà la nazione calcolatrice per eccellenza; ma 
non avrà matematici; come già se ne comincia a 
sentire il difetto per riparare ai vuoti che di tratto 
in tratto avvengono nelle nostre università. Se non 
si provvede a tempo, tosto o tardi, V Italia sarà con 
sua vergogna obbligata, se pur non vorrà chiudere 
le porte delle sue università, di mandare in altri 
paesi a fare incetta di matematici, cosi come si fa 
per il frumento in tempo di carestia. 

Torniamo al concetto della funzione. Il Galilei 
dice in un luogo che i geometri sono quelli che in- 
segnano a fare buone definizioni ; il che è verissimo; 
perchè i geometri colla definizione determinano una 
forma che essi sono necessitati di rappresentare sen- 
sibilmente air occhio sulla carta o sulla lavagna per 
studiarne le proprietà ed i rapporti con altre figure. 
Questa necessità della forma sensibile rende la defi- 
nizione del geometra un fedele ritratto della forma 
ideale. Lo stesso non si può affermare dell' analista. 
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Questi simboleggia la quantità colle lettere deir alfa- 
beto, che sono puri segni convenzionali, senza al- 
cuna simiglìanza colle quantità che esprimono. Oltre 
di che, la quantità che si sottopone al calcolo è più 
astratta e più universale, e non può essere sensibil- 
mente figurata, almeno nella maggior parte de' casi; 
quindi V analista è obbligato di determinare, secondo 
le regole oidinarie della logica, i concetti che rap- 
presentano la quantità, e di conoscere anticipata- 
mente lo scopo per cui calcola. Se i concetti non 
sono bene definiti, e se lo scopo gli è ignoto, egli 
dà nel vago e nell' indeterminato ; e per giungere 
ad una conclusione, percorre una via tortuosa, 
oscura, ingombra di ciottoli e di spine, e spesso 
non trova l'uscita. Ne è prova il calcolo. Nell'ana- 
lisi leibniziana la quantità e considerata come è in 
se medesima, cioè come capace di accrescimento e 
di diminuzione : la si chiama funzione; e gli elementi 
di cui costa, e che sono quelli che si fanno variare, 
si chiamano le variabili. « Si chiama funzione, dice 
il Lagrangia nel primo periodo della Teorica delle 
funzioni analitiche, di una o di parecchie quantità 
ogni espressione di calcolo, nella quale queste quan- 
tità vi entrano in una maniera qualunque, mescolate 
o no con altre quantità che si considerano come 
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aventi valori dati, ed invariabili, mentre che le quan- 
tità della funzione possono ricevere tutti i valori pos- 
sibili. » Questo è il gran concetto della funzione, che 
io non aveva quando scrissi il mio libro, benché si 
trovi ripetuto in tutte le opere di calcolo. Ma che 
cosa rappresenta questo concetto? Ciò che avvi di 
più astratto, di più comune nella quantità. Tessere 
capace di accrescimento e di diminuzione, in una pa- 
rola, r essere variabile. Non vi è distinta la quan- 
tità, a cui si dà il nome di funzione, dagli elementi 
che la costituiscono, e che sono quelli che si fanno 
variare: quindi gli analisti hanno creduto che di 
due grandezze legate fra loro per mezzo di un' equa- 
zione si potesse scegliere arbitrariamente V una o 
r altra come funzione. « Nulla vieta, dice un' analista 
francese, che ha preteso di scrivere una Metafisica 
dell'alto calcolo, di prendere per variabile dipen- 
dente, cioè per funzione, quella a cui piace di far 
rappresentare questo ufficio, e di considerare V altra 
variabile come indipendente » (*). Si poteva inciam- 
pare in un errore maggiore di questo? Eppure 6 co- 
mune, e passa come una dottrina matematica uni- 
versalmente accettata. Lo stesso autore volendo spie- 

(') Charles de Freycenet. Elude sur la Métaphysique du haut calcul. 
Pap. 8. Paris 18(50. 
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gare perchè nelle equazioni che reppresentano quan- 
tità geometriche si prende V ascissa per variabile 
indipendente, a preferenza dell' ordinata, dice « per- 
chè r asse delle ascisse figura una base orizzontale, 
e quello delle ordinate, una base verticale. Or noi 
sappiamo per esperienza, che è più facile, e per con- 
seguenza più naturale, di contare da principio oriz- 
zontalmente le distanze, e di portare quindi al di 
sopra la lunghezza che deve segnare V altezza del 
punto » (*). Cosi r analista è assimilato a un agrimen- 
sore, a un ingegnere, a un misuratore di distanze. 
Questo autore non ci fa sapere perchè quando le 
coordinate sono polari, si prende per variabile indi- 
pendente r angolo che il raggio vettore fa coir asse 
polare, anzi che il raggio, od altra quantità; che senza 
dubbio ne avrebbe assegnata una ragione molto pro- 
fonda e significativa. Or, da che ciò dipende? forse 
dal difetto di abilità calcolatrice? Oibò. Il Freycenet 
è un elegante ed abile calcolatore; ma non è né 
filosofo, né matematico : egli non ha il concetto della 
funzione, o per meglio dire, ne ha un concetto vago, 
confuso, astratto, e non sa in che modo si deve 
determinare (**). 

(*) Op. cit. pag. 9. 

(") La scelta della variabile indi^Hsndente e uno de' punti piti importanti 
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L' imbroglio diventa serio quando dal concetto 
della funzione si passa a quello della funzione deri- 
vata. Che cosa è la derivata? La risposta a questa 
domanda contiene in compendio la teorica del cal- 
colo. Restringendo il discorso alla prima derivata, 
i leibniziani vi dicono che ò il rapporto degli incre- 
menti infinitamente piccoli della funzione e della 
variabile da cui dipende. « L' idea dell' infinito, 
dice uno storico della matematica, che sembrava 
destinata a non uscire dai cancelli della metafisica, 
sotto forma di quistioni di met-odi, ne' quali si veg- 
^ gono figurare i nomi d' indivisibili, di tangenti, di 
massimi e minimi, d' infinitesimali, di flussioni, di 
differenziali ecc. s' impossessò sempre più dello spi- 
rito de' geometri » (*); e con il Leibniz fece la sua 
entrata trionfale nel regno della matematica, e se ne 
impadroni da sovrano assoluto. « 11 Leibniz, dice lo 
storico citato, questo gran filosofo geometra, aveva 
spaventati molti matematici per V introduzione defi- 
nitiva dell' infinito in una scienza cìie in tutti i tempi 
si era inorgoglita dell' esattezza de' suoi processi. 

deir analisi, non ancora defìnito. Oltre la teorica svolta nel primo capitolo 
di qiiest* opera, nel terzo, pagina 99 e seguenti, mostro in quali casi, e. per 
quali ragioni, la scelta di questa variabile è arbitraria. 

(') Histoire des Maihématiques par Ferdinand Hoefer. Pag. 383 Paris 1874. 
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Egli mise il eolmo a queste apprensioni stabilendo 
degli inflnitamente piccoli d' infinitamente piccoli, o 
di second' ordine; poi degli infinitamente piccoli d 
terz' ordine, egualmente trascurabili per rapporto agi 
infinitamente piccoli di prim' ordine. Onde egli si 
vide sorgere contra avversari da tutti i lati » (*) 
Tra questi avversarii ci fu anche V acuto Berkeley 
il quale nell' Analista attaccò V ipotesi leibniziana e 
newtoniana con terribile dialettica, e V avrebbe ri- 
dotta al suo nulla, se non fosse caduto in un errore 
contrario a quello de' geometri, che, soggiogati dalla 
sua maravigliosa potenza, accettarono il nuovo me- 
todo di calcolare. Conciossiachè il Leibniz, e il me- 
desimo vale del Newton, scoprì le regole di questo 
metodo; ma volendolo spiegare diede nell' ipotesi 
chimerica degli infinitamente piccoli. Il Berkeley vide 
chiaramente che la spiegazione era assurda, e ne 
dedusse che anche le regole erano false: i geometri 
invece intesero benissimo che le regole erano giuste, 
e ne argomentarono che anche la spiegazione era 
legittima. In altri termini, avversari e fautori non 
seppero distinguere le regole dalla loro spiegazione, 
e passavano dall' una cosa all' altra come se fossero 
indissolubilmente legate fra loro. I grandi geometri 

{*) Hoefer, opera cit. pap. 502. 
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però, accettando il nuovo calcolo, serbarono sempre 
un atteggiamento ostile verso gì' infinitamente pic- 
coli; i quali non sono stati portati in trionfo se non 
dai più mediocri, che sentivano il bisogno di un 
po' di metafisica nebulosa, tanto per darsi V aria di 
profondi e sottili pensatori II vago e V indeterminato 
6 il cibo più appettitoso per gl'ingegni comunali; 
ed il concetto dell' infinitamente piccolo è ciò che 
avvi di più vago e di più indeterminato nella scienza. 
Infatti quando si dice che la derivata, o come la 
chiamano i leibnizianì, il coeficiente differenziale, è 
il rapporto degli incrementi infinitamente piccoli della 
funzione e della variabile, che cosa la mente si rap- 
presenta? Nulla. Se ne vuole una prova? Si cerchi 
di fare intendere questo concetto a chi non è stato 
mai in una scuola di calcolo: se si riesce, io mi 
do per vinto, e confesserò la mia impotenza a com- 
prendere certe essenze. Si dirà, che si tratta di un 
concetto sublime, che non può essere inteso dai 
mortali, che non hanno ricevuto T iniziazione? Vano 
sotterfugio. Non ci è verità, per quanto recondita 
e sublime, non ci è concetto legittimo, che non si 
possa far interìdere al primo che s' incontri per via. 
La verità è luce, e non tenebre. La scienza progre- 
disce spazzaiìdo a mano a mano il proprio regno 



PKOBHIU XXIX 



di ciò che lo scienziato cava dalla propria fantasia, 
e mescola colla verità. 1 mortali, i profani non inten- 
dono che cosa è il coeficiente differenziale, perche 
il concetto che gli si vuole far esprimere è vacuo, 
fantastico, chimerico. La storia della scienza registra 
parecchi concetti di questa natura, come ad esempio, 
r orrore del vuoto, gli spiriti vitali, le forze occulta, 
la virtù magnetica, i fluidi e simili creazioni della 
fantasia. L' infinitamente piccolo supera tutte queste 
creazioni fantastiche; ed i matematici che per la 
natura della scienza che coltivano dovevano esserne 
esenti, come lo erano stati per il passato, hanno pa- 
gato anch' essi il loro tributo alla metafìsica scolastica. 
Che cosa è la derivata? La funzione è una spe- 
cie particolare di grandezza, da cui per mezzo di 
operazioni algebriche semplicissime, si astrae ciò che 
essa ha di comune colle altre specie che sono com- 
prese sotto lo stesso genere. L' elemento comune, 
che è anch' esso una quantità, e quello che gli ana- 
listi chiamano, nel loro linguaggio convenzionale, la 
derivata, od il coeficiente differenziale. Le operazioni 
algebriche, che si riducono in fondo ad una semplice 
sottrazione e divisione, con cui si astrae questo ele- 
mento comune, costituiscono quel che si denomina 
calcolo differenziale. In altri termini, il Leibniz scopri il 
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gran segreto di astrarre ciò che diverse specie di gran- 
dezze hanno di comune, vale a dire, il genere, pei* 
mezzo di operazioni algebriche. Ecco tutto detto. É 
linguaggio arabo questo? Io non credo che ci sia 
uomo, salvo che non affatto idiota, che non intenda, 
o non possa intendere che cosa sia specie, e che sia 
genere: la funzione primitiva è la specie, e la fun- 
zione derivata e il genere. Vuole V analista dimostrare 
sul serio che io ho torto, e eh' egli ha ragiona? 
Provi con un solo esempio, un solo in numero, che 
(hìferenziando una funzione classificabile per specie e 
per genere, come sono tutte le funzioni geometriche, 
meccaniche e fisiche, rispetto alla variabile che ho 
chiamato della classe, non si ottiene per derivata ciò 
che hanno di comune tutte le specie comprese sotto 
lo stesso genere, ed allora la quistione è finita, e la 
mia ignoranza è dimostrata. Ma finche non si darà 
questa prova di fatto, che è T unica prova che non 
va soggetta a cavillazioni, che del resto, non possono 
illaqueare se non gli stessi loro artefici, si sarà di- 
mostrato soltanto che per amor delle tenebre si rin- 
nega la luce. 

L' infinitamente piccolo è zero o non ò zero ? 
Essere e non essere, ecco la quistione, dice Amleto. 
Secondo il Carnot, V infinitamente piccolo non è zero, 
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ma una cotale grandezza che si può assottigliare 
quanto si vuole, e le equazioni nelle quali si tra- 
scurano gì' infinitamente piccoli superiori al primo 
sono imperfette. Attento, egregio lettore, a questa 
sublime metafisica degli infiniti. Il matematico con 
tutta serietà si permette di trascurare in una equa- 
zione delle grandezze col pretesto che sono più picco- 
le deir infinitamente piccolo, di cui egli si è persuaso 
a priori di aver bisogno. Ma allora T equazione non 
esiste più: non esiste, dice il Carnot, come equa- 
zione rigorosamente esatta, ma non già come equa- 
zione im/?er/e«a. La distinzione tra l'equazione esatta, 
e la equazione non esatta, è stupenda ; ed 6 una 
scoperta dovuta al concetto dell' infinitamente piccolo. 
Le scoperte di questo genere sono come le ciliege, 
r una tira 1' altra. Come mai da una equazione irn- 
perfetta, cioè da un' equazione che non è equazione, 
r essere e il non essere di Amleto, si deducono risul- 
tati esatti ? La ragione sta in ciò, risponde il Carnot, 
che gli errori che si commettono, nel processo del 
calcolo, si compensano. Error minimus in principio, 
maximus in fine, diceva, se ben ricordo, Aristotele: 
ma la metafisica degli infinitesimali 6 qualche cosa 
che sta al di sopra della logica ordinaria, e si befla 
(Ielle sue regole. Gli errori si compensano? Voi dun- 
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que confessate di aver commessi degli errori? E chi 
vi ha obbligato a commettere questi errori? 11 biso- 
gno di spiegare i principii del calcolo, dice il Carnot: 
bella ragione davvero, non dissimile da quella che 
induceva San Furbino a rubare per fare V elemosina 
ai poverelli. 11 matematico che volontariamente e 
scientemente commette degli errori per ottenere un 
risultato vero mi dà V immagine di un poliziotto che 
promovendo disordini intende di conseguire la pace 
pubblica. E in che modo gli errori si compensano? 
11 Carnot non lo dice. Ne' risultati finali del calcolo 
non ci sono gli infinitamente piccoli ; e questo e ba- 
stato per far dire al matematico francese, che gli 
errori si sono compensati. Cosi connetteva Calan- 
drini. Nulla poi dico del principio stesso di compen- 
sazione, che è di sua natura essenzialmente speri- 
mentale, e sta bene nelle mani d' uno statistico, d' un 
direttore di zecca, d' un agrimensore, d' un misura- 
tore di bptti ; ma nella bocca d' un matematico è 
un' assurdità che non ha 1' uguale nella storia delle 
scienze esatte. Il Carnot fu un valentissimo geometra ; 
e ciò nondimeno il concetto dell' infinitamente piccolo 
gli fece perdere la tramontana (*). 

(') L' opera del Carnot, RéilexioDs sur la Métaphysique du Calcul infini- 
tèsimal, è stata ed è tuttavia molto lodata dagli analisti, forse perchè è una 
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L' ipotesi degli infinitamente piccoli lia due facce, 
come Giano ; V una assurda, ed è stata messa in 
mostra dal Carnot; l'altra comica, e l'ha rivelata 
in modo speciale il Duhamel ne' suoi Elementi di 
calcolo infinitesimale. Di fatti è impossibile trattener 
le risa nel veder questo pover'omo assediato da 
tutti i lati, davanti, di dietro, di sopra, di sotto, d' in- 
finitamente piccoli, e d' infinitamente piccoli d' infini- 
tamente piccoli; e poi di altri infinitamente piccoli 
più sottili, più sparuti, più mingherlini, più esili e 
più piccoli ancora, tanto piccoli, che né anche il 



fedele espressione delle idee vaghe che si hanno intorno alia natura del 
calcolo. Il Lacroix, che ha avuto tanta parte nel corrompere il gusto degli 
analisti francesi, e non poco anche quello de* nostri, discorrendo dell'opera 
del Carnot dice « Questo scritto prova che se si fossero create delle parole, 
quando ve n' era il bisogno, si avrebbero avuto delle idee più chiare. Chia- 
mando eqitazioni imperfette le equazioni difTerenziali, il Carnot getta una 
gran luce sulla teorica. Infatti allorché si considerano le diflferenziali che 
contengono, come rappresentanti gli accrescimenti delle variabili, esse non 
hanno luogo se non di una maniera approssimata; ma il loro grado di esat- 
tezza è in qualche guisa indefinito ; perchè dipende dalla pic«';olezza che si 
suppone ne' cangiamenti delle variabili ; e poiché nulla limita questa picco- 
lezza, le equazioni differenziali possono essere cosi vicine alla verità quanto 
si vuole. » Traile du calcul différentiel et du calcul integrai. Préface, pag. xvii. 
Si poteva essere più esplicito nel manifestare le idee le più confuse, le più 
indigeste, le più assurde sulla natura del calcolo? Questi sono gli autori che 
in Italia trovano seguaci e lodatori; quasi che non fosse esistito il Galilei, 
e non avesse insegnato anche affli analisti come si determinano i coiicetti. 
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centocclii polria vederli. Quando poi cava dalle 
tasche certi infÌDilamente piccoli privilegiati, che nejv 
pure coir occhialino di Lord Rosse si potrebbero 
scorgere, allora la scena è completa. Che dovremmo 
poi dire del matrimonio unisessuale, o meglio erma- 
frodito degli infinitamente piccoli con i limiti ? Quan- 
do io stanco ed annoiato per dodici e più ore di 
lavoro continuo vo' distrarmi, apro il calcolo del 
Duhamel, e mi distraggo. 

Gli infinitesimalisti non hanno mai detto, nò po- 
tranno mai dire che cosa è il coeficiente differen- 
ziale. Sono sfati più fortunati quelli che si sono at- 
taccati al concetto di limite? Questi analisti hanno 
dalla parte loro l'apparenza della ragione; perchè il 
concetto di limite è legittimo, importante, ma quando 
non esce da certi confini. La somma di una serie nu- 
merica può convergere verso di un altro numero, ed 
identificarsi con esso, qualora il numero deMermini 
della serie si concepisce infinito. Anche quando la se- 
rie ò divergente si può trovare il limite, non della 
somma, ma del rapporto tra questa somma ed un 
altro numero. Per esempio, la somma della serie 

1 -i- 72 "+- Vi -*- Vs -»- V16 -• > prolungata indefiniliva- 

mcnte si accosta al 2, a cui s' identifica quando il 
numero de' ternìini della serie diventa infinito. W 2 
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e il limite di questa somma. La serie de' numeri na- 
turali l-4.2-f-3-*-4-^5H , è divergente e non 

ha limite; ma se la somma di questa serie si divide per 
il quadrato dell'ultimo termine, il loro rapporto ha un 
limite, che è la metà di uno. Si hanno dunque limiti 
di somme, e limiti di rapporti; ma sempre di nu- 
meri, e sia neir uno, sia nell' altro caso, il numero 
limite si trova concependo infinito quello de' termini 
della serie. Sul concetto di limite si fonda tutto un 
metodo di misurare le grandezze, adoperato in alcuni 
casi da Archimede, e generalizzato dai moderni; e 
di cui ne ho mostrato V origine logica e la natura 
nel capitolo sesto della Teorica del calcolo delle 
funzioni: ma gli analisti lasciandosi trascinare dietro 
r esempio dato dal Newton, che al pari del Leibniz, 
non vide in che consisteva la grande scoperta clie 
aveva fatto, hanno stranamente abusato di questo 
concetto, applicandolo a quistioni che con esso non 
hanno alcuna dipendenza. Che cosa è la derivata? 
É il limite del rapporto tra Y incremento della fun- 
zione e quello della variabile, dicono questi tali. Se 
tu non sei un analista, mio caro lettore, scommetto 
mille contro uno che tu non hai capito nulla di questa 
risposta; ed altri mille scommetto anche contro uno 
che nessun analista del mondo te la ])oivh mai far 
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intendere. Per comprendere certe essenze bisogna 
frequentare le scuole, e per molto tempo. Or sai 
tu perchè definendo a quel modo la derivata non 
te ne formi alcuna idea, e non intendi nulla? La 
raj2.ione è che V analista ci ha accozzati insieme con- 
cetti fra di cui non ci è ne anche V ombra di un 
rapporto. La derivata è ciò che hanno di comune 
diverse specie di grandezze o geometriche, o mec- 
caniche, o fisiche; il limite invece è un numero, a 
cui si può indefinitivamente accostare o la somma 
di una serie convergente, od il rapporto tra la som- 
ma di una serie divergente con un altro numero. 
Trova, se tu puoi, qualche relazione fra questi con- 
cetti cosi disparati. L' analista che non ancora si ù 
accorto di quel che sia la derivata, se tu amiche- 
volmente glielo fai sapere, per mostrarti la sua gra- 
titudine, con squisita cortesia, ti regala un diploma 
d' ignoranza. Io tralascio di fare altre osservazioni 
sullo incredibile e stravagante abuso che si fa nel 
calcolo del concetto di limite. Così, per esempio, io 
non so che cosa potrebbe rispondere V analista a chi 
gli domandasse: in che modo, quando la variabile, 
da cui la funzione primitiva dipende, si trova elevata 
alla prima potenza, il rapporto tra V incremento della 
funzione e quello della variabile tende verso un li- 
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mite, mentre questo ra|)porto ò costante, qualunque 
sia il valore che si attribuisce all' incremento della 
variabile? Dirà, suppongo, che questo è un caso di 
eccezione : benissimo, ma dite in questi casi di ecce- 
zioni, che sono frequenti ed i più importanti, come 
ho dimostrato nel primo capitolo di quest' opera, che 
cosa è la derivata. Se la risposta non la si cava dalla 
fantasia, ma dall' osservazione diretta della stessa de- 
rivata, se la risposta, dico, sarà giusta, l' ipotesi arbi- 
traria de' limiti resta annientata. 

Nella mia Teorica del calcolo delle funzioni io 
dissi che il Lagrangia non concepì la quistione dei 
principi del calcolo dove stava, e ne accennai bre- 
vemente la ragione. Quel mio giudizio secco secco 
mosse la bile di alcuni analisti, che scopersero che 
io aveva profanato un gran nome. A questi tali mi 
giova di far conoscere che la mia fantasia ò impo- 
tente a crearsi degli idoli. Che il Lagrangia sia stato 
un grand' uomo lo sapeva, non già perchè altri me 
lo avesse detto, ma perchè ho letto e riletto le sue 
opere, e che probabilmente continuerò a rileggere 
in avvenire. Questo è il solo modo con cui io rendo 
omaggio ai grandi uomini : ma questo omaggio non 
vincola la mia ragione. Il Lagrangia scrisse due opere 
sulle funzioni: in quali di esse si trova determinato 
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il concetto della derivata? Gli analisti che si scan- 

« 

dalizzarono del mio giudizio lo dovrebbero sapere: 
orsù, una semplice citazione di pagine, e la quistione 
è finita. Si vuole un metodo più spiccio? Al Lagran- 
già sono stati fatti dagli analisti addebiti gravissimi, 
fra gli altri, che tentò di distruggere il calcolo. Clii 
non si è spinto tant' oltre, ha preteso di dimostrare 
che egli errò a fondare il calcolo sullo svolgimento 
delle funzioni in serie, perchè « questo svolgimento, 
dice il Cournot, non ha senso, se non quando mena 
ad una serie convergente, o meglio, quando 6 pro- 
vato che il resto della serie tende incessantemente 
vei*so un limite zero, secondo che la serie de' termini 
cresce indefiniti vamente: » A questa obbiezione, da 
altri ripetuta, il Lagrangia aveva, prevedendola, già 
risposto, avvertendo i lettori della sua Teorica del 
calcolo delle funzioni analitiche che egli svolge la 
funzione in serie per ottenere il solo primo termine 
deir incremento della funzione, e che degli altri ter- 
mini non sa che cosa farsene. Il difetto della Teorica 
del Lagrangia è molto più profondo e più radicale, 
che non il manco di evidenza della dimostrazione 
che egli dà dello svolgimento della funzione in serie. 
Il Lagrangia non dice in nessun luogo che cosa è 
la derivata; e finche non si sa che questa sia, non 
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si ha nò teorica de' principi del calcolo ; nò criterio 
|)er le applicazioni. Ma sanno gli altri analisti che 
cosa ò la derivata? GF infinitesimalisti ed i limitisli 
credono di saperlo, e abbiamo veduto in che modo. 
Tutto il calcolo gira intorno al concetto della deri- 
vata. Cette métaphysique, diceva il d' Aleml)ert, dont 
on a tant écrit, est ancore plus importante, et peut- 
etre plus diflìcile a devélopper que les regles mémes 
de ce calcul. Non s'ingannava; e tutti i grandi ma- 
tematici sono stati dello stesso avviso, come lo pro- 
vano i tentativi da essi fatti per giungere a questa, 
che impropriamente si ò chiamata metafisica, e che 
in realtà ò V analisi logica de' processi del calcolo. 
Questo è un metodo di determinare le grandezze; 
e un metodo non si può spiegare se non con i prin- 
cipi generali della metodologia. É ciò che ho fatto ; 
ed il risultato ottenuto e semplicissimo. Il Leibniz ed il 
Newton scopersero il maraviglioso segreto di astrarre 
per mezzo di operazioni algebriche. La derivata è la 
(unzione astratta, e rappresenta ciò che hanno di 
comune tutte le grandezze o funzioni primitive com- 
prese nella stessa classe. Il mistero del calcolo è sve- 
lalo, e sarà opera vana il ricalcitrare e chiudere gli 
occhi alla luce. Il calcolo, in due secoli, ha fatti 
passi giganteschi ; ma ha bisogno di essei^e riordinato 
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e ridotto. L' as()irazione più costante e ()iìi ardente 
dell' ingegno umano e della scienza è T uno e V uni- 
versale : cl)i disprezza V uno e V universale per trop- 
po amore de' particolari è indegno del nome di 
filosofo scienziato. Il principio delle funzioni unige- 
nee ò 1' uno e V universale di cui difettava il calcolo. 
Infatti in questa scienza non esiste ancora alcun 
principio propriamente detto: la serie di Taylor, 
alla quale si dà questo nome, ò una formola di ab- 
breviazione per lo svolgimento delle funzioni in serie ; 
ma non dà nessun lume per le applicazioni del cal- 
colo alla geometria, alla meccanica e alla fisica mo- 
lecolare, nel che consiste tutta l' importanza della 
grande scoperta leibniziana. Differenziare è astrarre, 
e integrare ò determinare : ecco 1' essenza razionale 
del calcolo. Con due sole mediocri lezioni lo si può 
far intendere di primo acchito anche agli scolaretti 
del liceo; e questo non è poco. É un fenomeno psi- 
cologico molto singolare la ripugnanza che hanno i 
dotti di professione ad accettare ciò che sirnpiifica 
e generalizza i metodi d' investigazione, bencliò a 
parole ne siano sviscerati lodatori : ad essi sembra 
che perdono molto della loro importanza, se la 
scienza che coltivano diventa troppo facile. Quando 
a|)parve 1' analisi leibniziana, si fu principalmente per 
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questo motivo, che i matematici di quel tempo sì 
s' impettorirono. Ma la facilità che la semplificazione 
e la generalizzazione de' metodi apporta nella scienza, 
riguarda ciò che si sa, e non già ciò che resta a 
sapersi. Quante difficoltà non dovettero superare i 
discepoli del Leibniz e del Newton per sviluppare 
convenevolmente il calcolo? 1 Bernoulli, V Hospital, 
il Maclaurin, V Eulero, il d' Alembert, il Lagrangia 
oscurarono la fama de', matematici anteriori per la 
novità delle dottrine di cui arricchirono la scienza. 
Oggi la matematica è così ingrandita, ed è coltivata 
da tanti in tutti i paesi civili, che non è più possi- 
bile, nò anche a quelli che la prendono ad unico 
oggetto de' loro studi, di tener dietro a tutti i {)ar- 
ticolari di cui giornalmente si arricchisce. Non poca 
lode spetterà ai primi che trasformeranno questa 
enorme massa di materiali in pochi principi ge- 
nerali. I nostri giovani analisti non dovrebbero 
mai perdere di vista 1' uno e l' universale. L' in- 
gegno italiano e essenzialmente filosofico : 1' esem- 
pio e la cattiva educazione lo possono far tra- 
viare; ma anche quando fuorvia, conserva sem- 
pre la vivacità dell' immaginazione, la potenza della 
deduzione, e l' irresistibile inclinazione verso 1' uno 
e r universale, che sono appunto le tre qualità prin- 
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cipali (leir ingegno filosofico. Tra i matematici ita- 
liani, il Lagrangia nello scorso secolo, ed il Brioscbi 
ne' nostri tempi, sono quelli che più hanno dato prova 
d' ingegno filosofico. Essi sono l'uno la riproduzione 
dell'altro; ed entrambi, benché dominati dall'avi- 
dità di cogliere 1' uno e l' universale, hanno finto 
di non curarsi della filosofia; e questa loro inno- 
cente finzione ha illusi parecchi, che credendo di 
imitarli, berteggiano la filosofia. Oh semplicità pa- 
ti^'iarcale! La filosofia non sta tutta nelle opere dei 
filosofi: ci sono gli abiti della speculazione metafi- 
sica, che non si trovano ne' trattati sull' assoluto, 
sulle idee, sul finito, sull' infinito, e simili. 1 giovani 
analisti che non vorranno contentarsi della gloriola 
di risolvere problemi e di dimostrar teoremi, e che 
si sentono chiamati a contribuire alla trasformazione 
dell' analisi in una scienza di principi generali, ciò 
che è possibile, fa mestieri che di buon ora prendano 
dimestichezza colle opere de' maggiori filosofi, allin- 
chò rafforzano l'ingegno cogli abiti della specula- 
zione astratta propri di questi. La filosofia e la ma- 
tematica sono due scienze che nacquero insieme, 
progredirono insieme, unite conquistarono il mondo 
barbarico alla civiltà moderna. Platone considerava 
la matematica come le ali della filosofia; ed Archi- 
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mede fu educato alla scuola di Platone. Platone ed 
Archimede sono i due poli della scienza greco- 
latina; il corpo e le ali dell' antico uccello, che 
volò tant' alto nelle sublimi regioni delP ideale puro. 
La filosofìa separandosi dalla matematica ha rinun- 
ciato alla massima e più sostanziale parte del sapere 
moderno ; e la matematica separandosi dalla filosofìa 
è per diventare una macchinetta atta a tornire in- 
gegneri e calcolatori. É lecito sperare che sorga 
presto qualche uomo d' ingegno, che tenendo conto 
della natura di queste scienze, e dei documenti 
della storia, faccia cessare il dannoso e irragionevole 
dissidio di quelli che le coltivano? 

Prima di terminare questo proemio sono obbli- 
gato di accennare un fatto che mi tocca troppo 
da vicino. Neil' inverno passato io lessi all' Accade- 
mia di Bologna una memoria, affinchè fosse pub- 
blicata nel volume che ogni anno questa beneme- 
rita associazione di dotti suole mettere in luce. Po- 
chi giorni dopo il manoscritto mi fu. restituito. Co- 
noscendo quanto le Accademie sono restie ad ac- 
cettare memorie, che per poco si discostano dalle 
vie battute, non ne feci caso, e riposi il quaderno 
a dormire con altri che aveva preparati colla stessa 
intenzione. Se non che scorso qualche mese fui 
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r ultimo ca sapere ehe circolava tra accademici e 
professori la voce, che il Beltrami, destinato con 
altri due ad avvisare se si dovesse o no inserire la 
mia memoria negli atti dell' Accademia, la giudicò 
contenente una teorica contraria alle dottrine mate- 
matiche comunemente accettate. Il Beltrami è uomo 
di molto ingegno e di molto sapere, e gode presso 
i suoi antichi colleghi dell' Università di Bologna di 
molta e meritata stima. Quindi quelli che non si 
sono mai occupati di studi matematici, credettero in 
tutta buona fede che io avessi inteso di abbattere 
il teorema pel cui scoprimento Pitagora sagrificò Teca- 
tombe. Se il fatto fosse accaduto altrove, non me 
ne sarei dato pensiero ; ma qui dove esercito il mio 
ufficio, e dove per il genere di vita che meno po- 
chissimi sono quelli che appena mi conoscono di 
vista, non posso serbare il silenzio. 

Tralascerò di rilevare la sconvenienza di mettere 
in giro giudizi sopra memorie inedite, che un' Ac- 
cademia non crede di poter accettare; e che non 
si sa se i loro autori siano disposti a pubblicare per 
conto proprio; sconvenienza, del resto, che i rego- 
lamenti dell' Instituto di Bologna non autorizzano; e 
vengo immediatamente all' argomento. Nella mia me- 
moria si contenevano due soli punti. Nel primo. 
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messo avanti a guisa di proemio, accennava al 
concetto di massimo e di minimo sia del calcolo 
differenziale, sia del calcolo integrale, senza entrare 
in particolari di analisi ; e nel secondo esponeva la 
materia del quarto capitolo di quest'opera. Quale 
di questi due punti è contrario alle dottrine mate- 
matiche comunemente accettate? Il primo? Mi sem- 
bra poco credibile che il Beltrami sia uomo da con- 
fondere un concetto con una dottrina. Questo con- 
cetto è essenzialmente relativo, e gli analisti invece 
hanno creduto che fosse assoluto; e su questa con- 
fusione si è fabbricato, non una teorica, ma un in- 
forme ed erroneo abbozzo, che va rifatto da capo 
a fondo. Questa affermazione deve sembrare ardita 
al professor Beltrami ; il quale in ciò che ha pub- 
blicato intorno allo stesso argomento non dà segni 
di essersi accorto di cotesta confusione; ma egli 
che ha tanta pratica con i filosofi sa che questi 
partecipano dell' umore acido de' matematici ; e che 
per troppo amore della verità, e quando non vo- 
gliono a nessun patto essere frantesi, preferiscono la 
ruvida chiarezza alle circonlocuzioni garbate. Crede 
fermamente il professor Beltrami che il concetto del 
massimo e del minimo che si spaccia ne' trattati di 
calcolo differenziale e integralo sia così legittimo, da 
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doversi avere in conto di dottrina matematica ben 
assodata? Io non sono tra gli ultimi a riconoscere 
la sua incontrastabile abilità analitica; sarò tra i 
primi ad ammirare la sua sopraffine arte dialettica. 
Del rimanente il mio concetto V ho sviluppato nel se- 
condo e terzo capitolo di quest'opera; e la grande 
maggioranza degli analisti, ai quali, ho ragione di 
credere, stanno cosi a cuore certe ipotesi tradizionali, 
a cui si dà il titolo pomposo di dottrine matematiche 
comunemente accettate, quanto a me V arte di col- 
tivare i tulipani, sarà in grado di giudicare da sé 
medesima, se nel determinare i concetti intorno a cui 
gira r intera teorica de' massimi e de' minimi, io mi 
sia no apposto al vero. 

Circa il secondo punto, la soluzione da me data 
de' problemi de' massimi e minimi delle funzioni in- 
tegrali definite si compendia in una formola, che 
contiene come uno de' fattori che la compongono, 
r equazione di condizione del calcolo delle varia- 
zioni; la quale formola i lettori troveranno espressa 
in tutta la sua generalità nell' ultima pagina della 
presente opera. Diremo che una formola perchè più 
generale di un' altra è ad essa contraria? La sarebbe 
nuova davvero. Il Beltrami non può ignorare che 
colla formola comunemente accettata dai matematici 
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non si può risolvere un illimitato numero di pro- 
blemi di massimi e minimi delle funzioni integrali; 
e che gli analisti, supponendo con questa formola 
esaurite le forze dell' ingegno umano, hanno creduto 
che tali problemi fossero per se stessi* insolubili. 
É questa credenza la dottrina matematica comune- 
mente accettata? Non mi pare che il Beltrami sia 
di quelli che scambiano le credenze colle dottrine. 
Poniamo che un analista voglia trovare il minimo 

deir integrale f(y — ^ 3^ ) c^^- Prende in mano la 

formola del calcolo delle variazioni, e s' imbatte nel 
magnifico risultato 2 = 0. Non conoscendo altro me- 
todo si stringe nelle spalle, e, senza badare che fra 
r infinito numero di funzioni che questo integrale 
rappresenta ce ne dev'essere necessariamente almeno 
una che sia la più grande la più piccola, dice 
tra i denti, il problema è insolubile. Viene un uomo 
nuovo, e gli mette sotto gli occhi una formola più 
generale, mediante la quale evita T assurdo, ne vede 
l'origine, e trova la soluzione che cerca. Questo 
analista giudicherà la nuova formola contraria alle 
dottrine matematiche comunemente accettate, perchè 
nuova e più universale di quella che egli conosce? 
lo non so se il professor Beltrami, tra cento anali- 
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sti, ne troverà uno o due, che per amore di certe 
ipotesi che a priori si ritengono come dottrine salde, 
vogliano rinunciare al senso comune. 

I lettori discreti intendono da sé agevolmente che 
nelle quistioni circa i metodi analitici, quelle che 
valgono, e in un certo senso, le sole che valgono, 
sono le formole generali. Le spiegazioni, il processo 
logico, le ipotesi sussidiarie, le interpretazioni delle 
singole soluzioni, le particolari applicazioni, e simili, 
sono parti subbiettive, individuali, transitorie, che 
si accettano, si rifiutano, si correggono, si modi- 
ficano, senza alcun detrimento delle formole gene- 
rali. É provato dalla storia de' progressi delle scien- 
ze che buona parte delle scoperte teoriche più 
originali non sono state fatte ne da Accademici 
nò da professori; ma o da giovani iniziati; o da 
dilettanti di una scienza. Questo fatto, che a chi 
giudica air ingrosso deve apparir strano, ha la sua 
ragione di essere nelle leggi lògiche della mente 
umana, e nella natura stessa delle cose. Quindi av- 
viene che in questi casi le novità non sono pale- 
sate nò coir eleganza del frasario convenzionale delle 
Accademie e delle scuole; ne con tutta la correttezza 
delle teoriche che sono passate per la trafila d' un 
mezzo secolo di studi. Qualche volta a questi difetti, 
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presso che inevitabili, si unisce il disordine e il per- 
turbamento delle idee ; di che si ha una prova splen- 
dida nel libricciuolo sulla geometria del Cartesio; il 
quale nelle opere filosofiche è un modello di ordine, 
di chiarezza, di eleganza e di precisione d' idee. La 
ragione ò che .il Cartesio fu un semplice dilettante 
di matematica, molto inferiore a parecchi matematici 
di professione de' suoi tempi. E dilettanti furono pure 
Platone nell' antichità, e il Leibniz ne' tempi moderni; 
senza citare, fra i molti esempi che si potrebbero 
addurre, altri di minore importanza. I tardi nepoti 
che non leggono più le loro opere, trovandoli a 
capo delle più stupende scoperte teoriche che siano 
state fatte nella matematica, s'immaginano che essi 
fossero i primi dotti de' loro tempi; gli tributano i 
più grandi elogi, e non curano i difetti delle loro 
opere; perche i tardi nepoti sanno benissimo che 
solo iMinerva, come racconta la favola, uscì perfelta 
dal cervello di Giove. Stante ciò, se quelli che colti- 
vano di proposito una scienza, nel leggere tali o|)ere, 
non usassero disfcrezione, nessuna novità potrebbe 
mai allignare, e la scienza rimarrebbe stazionaria. 

Nella memoria da me letta all' Accademia non 
si faceva alcun cenno della materia svolta nel terzo 
capitolo di quest' opera. Non sono così ignaro delk* 
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convenienze e dei riguardi dovuti a un consesso di 
uomini dotti, la cui cortesia e benevolenza mi eran 
note, da permettermi di andare a leggere loro sul 
viso una fitta serie di argomentazioni per abbattere 
quel che io ritengo come un errore dominante. Io 
sono filosofo, minimo, è vero, ma filosofo; eseguo 
il costume di tutti i filosofi; i quali quando hanno 
a combattere quel eh' essi credono grosso errore, lo 
assaltano a viso aperto, da soli, e senza bisogno di 
padrini; perchè da una parte essi intendono di adem- 
piere al dovere più duro e più noioso inerente in 
modo speciale al pallio che indossano; e dall'altra 
e' sanno che per sradicare un sottile errore dalla 
mente dei dotti, ci vuole ben altro che frasi inzuc- 
cherate e circonlocuzioni accademiche. L' esperienza 
ha dimostrato fino all'ultima evidenza di che sono 
capaci i dotti ne' casi di novità scientifiche. Il su- 
perbo disprezzo con cui al principio di questo se- 
colo furono accolte dai matematici dell' Instituto di 
Francia le importanti teoriche dell' Abel e del Pon- 
celet; la guerra cruda e ostinata mossa in tempi 
a noi più vicini alla grande scoperta del Mayer; e 
le botte che toccarono all' Helmholtz e al Joul, de- 
vono ormai aver distrutta fin ne' più semplici e nei 
più brulli de' progressi della scienza ogni illusione 
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circa r amore de' dotti per le novità. Il nascondersi 
sotto il manto dell' agnello non giova a nulla : la 
modestia, tanto necessaria agli uomini dediti agli 
studi, ma principalmente a quelli che si avviano 
per sentieri sconosciuti, pe' quali, a ogni piò sospinto, 
corrono pericolo di smarrirsi, onde hanno più biso- 
gno deir altrui indulgenza, per i dotti di professione, 
che sanno tanti particolari, in massima parte ignoti 
agli uomini nuovi, è sinonimo di asinità. Queste 
considerazioni mi hanno indotto a scrivere la critica 
del calcolo delle variazioni; ma l'ho scritta dopo 
che ho saputo il giudizio che si era fatto della mia 
memoria; e senza di quel giudizio forse non l'avrei 
scritta. Nel terzo capitolo sì che sostengo una tesi 
contraria, non già ad una dottrina, egregio Beltrami, 
ma ad un' assurda ipotesi dai matematici comune- 
mente accettata. 
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CAPITOLO PRIiMO 
Principio delle funxlonl unlgenee* 

Nella mia Teorica del Calcolo delle Funzioni mi 6 
riuscito di stabilire un principio unico, universalissimo, da 
cui si possono far dipendere tutte le applicazioni geometri- 
che e meccaniche del calcolo. In virtit di questo principio 
si trova la comune derivata di una intera classe di fun- 
zioni, nel che consiste l'oggetto diretto e immediato del 
calcolo differenziale, colla semplice differenziazione; e, vale 
a dire, senza bisogno di ricorrere alle ipotesi arbitrarie degli 
infinitamente piccoli, de' limiti, e simili, che di solito non 
producono altro effetto se non quello di confondere ed oscu- 
rare le idee più semplici e piit chiare de' giovani che co- 
minciano lo studio del calcolo. Per comodità di quo' lettori 
che non hanno veduto quel libro, esporrò in questo i)rimo 
capitolo i punti principali di tale Teorica; sia per la 
sua intrinseca importanza; sia perchè necessaria alla intel- 
ligenza delle quistioni che ora dobbiamo trattare; sia infine 
per dare un' idea al lettore della qualità e della forza dello 
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obbiezioni, con cui alcuni analisti hanno creduto di atter- 
rare questo principio, insieme alla Teorica del calcolo che 
sopra di esso è stata fondata. 

Dico dunque che le grandezze geometriche, meccaniche 
e fìsiche, che sono le sole che, strettamente e propriamente 
parlando, si possono misurare col calcolo algebrico, che si 
è chiamato differenziale ed integrale, si distribuiscono per 
generi e per specie, ossia per classi, ciascuna delle quali ha 
un peculiare carattere analitico, in virtù di cui si distingue 
dalle altre affini. Questo carattere consiste nella variabile 
che si è chiamata indipendente. Restringendo il discorso 
alle sole funzioni, che secondo una data legge, dipendono 
da curve piane, è noto che le variabili che determinano la 
loro grandezza, essendo le coordinate delle curve, si ri- 
ducono sempre a due sole, una delle quali è funzione 
deli' altra. Indicheremo con x ed y le coordinate rettan- 
golari; e con R e (p le polari. Or supponiamo che due 
curve, aventi un punto in comune m{x,y)y od m{Ii,(p)y 
siano riferite allo stesso sistema di coordinate; e due fun- 
zioni Ve Wy generate secondo la stessa legge, dipendano 
da queste curve: le grandezze di queste funzioni, relative 
al punto comune, saranno 

V z-z ^ (x) 
W—(p{x) 

ovvero 

W = <fi (?y) 
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SO le coordinato sono rettangolari: e so polari 

ovvero 

V—^{R) 

I simboli '4^ e <p, differiscono, come ft naturale, da una 
coppia air altra di funzioni. Ciò premosso, se in ciascun 
sistema di coordinate, facendo crescere la variabile di una 
stessa quantità arbitraria, la differenza depli incrementi 
delle funzioni di una coppia, che indicherò con A 7 — AÌV, 
è funzione del solo incremento attribuito alla variabile, 
io chiamo queste funzioni unigenee; e la variabile, da cui 
si origina tale proprietà, la chiamo la variabile della classe; 
con la quale frase si vuole dinotare la variabile caratte- 
ristica, in virtù di cui le funzioni sono unigenee. Sia h 
r incremento arbitrario della variabile ; afflnchò le fun- 
zioni V e W siano, giusta la definizione data, unigenee, 
si deve avere 

A7 — Air— n/i) 

e se questa equazione non ha luogo, le funzioni non sono 
unigenee. Si ponga ben mente al significato che attri- 
buiamo alla frase funzioni itnigeneey e alla equazione 
fondata su questo significato. La differenza degli incre- 
menti AF — AIF è una nuova quantità, la cui grandezza 
incomincia soltanto con h, e con essa varia, crescendo o 
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decrescendo, e si annienta se si fa A =^0. Con che si 
viene a dire, che la nuova funzione, consistente nella dif- 
ferenza AF — Alf, non dipende da alcun altro elemento 
arbitrario diverso da /i, come, per esempio, dall'origine 
degli assi, o dalla grandezza assoluta delle funzioni primi- 
tive, relativa ai valori che hanno le coordinate al punto 
comune ni{x^y), od m{R,<p), e simili. Se poi ci siano o 
no di tali differenze, funzioni unicamente dell' incremento 
della variabile, è quistione di fatto, che non si può risol- 
vere se non quando le funzioni V e W son date. Le se- 
guenti illustrazioni geometriche metteranno ftiori di ogni 
dubbio la esistenza di tali funzioni. 

Sia la curva AK ( Fig. 1. ) rapportata agli assi OX, OY] 
e da un punto m qualunque si abbassi Y ordinata mP = y. 
Si tiri mQ parallela ad OX, e si ponga OPr^oc. Il ret- 
tangolo OPmQy i cui lati non paralleli OP, Pm, sono 
identici alle coordinate rr, e j/ della curva, è divisò da que- 
sta in due parti, delle quali una è il segmento AmP^ che ' 
indicheremo con 7; e T altra è il segmento OAmQ^ che 
dinoteremo con W: lo stesso rettangolo xy lo rappresente- 
remo con U. V area U del rettangolo è funzione di due 
variabili indipendenti; ma le due funzioni V e TI', la cui 
somma è uguale ad U, sono entrambi funzioni di una 
sola variabile indipendente, od a?, od y. Facciamo ora 
variare TJ e V attribuendo ad ce l'incremento PP'z=::h: 
è chiaro che tirata alla curva la nuova ordinata P'm', e 
prolungata Qm fino a che incontri questa ordinata in A, 
tra gli incrementi Pmrn'P' :rzAVy e PmhP'zr-.LU delle 
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funzioni, avvi la differenza mnih—-AV — AT, che ^ fun- 
zione del solo incremento mh rr- h. Si vede evidentemente 
che la nuova fìinzione mmh, o AV — AU, è affatto indi- 
pendente dall' origine àegìi assi, e dalla grandezza as- 
soluta delle funzioni U e V, dipendenti da questa oripine, 
che torna al medesimo, dal valore delle coordinate re- 
lative al punto m(x,y). Abbiamo dunque per questa 
coppia di funzioni verificata l'equazione 

AV—AUzr:f(h) 

» 

Consideriamo ora la variazione dell' area del rettangolo 
rispetto a quella dell'area del secondo segmento, facendo 
crescere l' ordinata y. Si accresca Pm di mE, e dal punto 
E si tiri una retta parallela ad OX, fino a che incontri 
r asse di Y in Q\ e la curva in n. Ciò è sempre possi- 
bile, perchè mE si può prendere come si vuole, sia sulla 
retta Pm, sia sul suo prolungamento. L' incremento della 
funzione W è QmnQ'= AW; e quello di i7è QmEQ'=rAU, 
tra cui vi è la differenza nmEz--AW — Ad, che ò fun- 
zione del solo incremento mEz=zk; giacché si vede che 
mnE non dipende né dall' origine , né dalla grandezza 
assoluta delle funzioni U e W, né da altro elemento arbi- 
trario; ma soltanto dall'incremento niE dell'ordinata: é 
dunque anche ora verificata V equazione 

AW—AU=f{k) 

Segue da quel che precede, che l' area del rettangolo .ri/, 
e quella del segmento AmP sono funzioni unigeneo in 
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quanto si prende Y ascissa x per variabile indipendente; o 
che r area dello stesso rettangolo, e quella del segmento ' 
OAmQ sono funzioni unigenee in quanto si prende l'ordi- 
nata y per variabile indipendente. Nel primo caso V ascissa 
a? è la variabile della classe, e nel secondo è T ordinata y. 
Ciò ha sempre luogo, qualunque sia la curva AK: diremo 
dunque in generale, che le aree de' segmenti compresi, 
come AmP, fra le coordinate e la concavità delle curve, 
sono fra loro funzioni unigenee, ed hanno per variabile 
della loro classe 1' ascissa a?; e le aree de' segmenti, com- 
presi come OAmQ, tra le stesse coordinate, la convessità 
delle curve, e le rette fisse, come OA, sono fra loro fun- 
zioni unigenee, ed hanno per variabile della classe l' ordi- 
nata y; giacché le prime sono funzioni unigenee all' area 
del rettangolo xy che si fa variare rispetto ad co, e le 
seconde sono unigenee alla stessa area del rettangolo 
che si fa variare rispetto air ordinata y\ e le funzioni 
unigenee ad una terza, sono unigenee fra loro. 

Poiché r area del rettangolo xy è divisa in due parti 
dalla curva che passa per il punto m{x,y), e si ha 
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U--- V -I- TI 

nulla vieta, per brevità di linguaggio, chiamare una grandez- 
za funzione complementare dell'altra. Ci serviremo di questa 
denominazione per indicare la funzione, la cui variabile della 
classe è, quando le coordinate sono rettangolari, l'ordinata i/. 
Siano ora f/, , F , W, tre funzioni, che secondo la stossa 
legge si possono concepire dipendere la prima da U. c\oh 
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dairarea del rettangolo costituito colle stesse coordinate 
ir, y di una curva; la seconda da V, o dall' area del primo 
segmento come AìnP; e la terza dalla funzione comple- 
mentare W. Per esempio, facendo rotare intorno all'asse 
di 07 di y l'area OPmQ^ il rettangolo genera il cilin- 
dro, ed i due segmenti in cui è diviso dalla curva AK^ 
due solidi di rivoluzione, che uniti insieme fanno il cilin- 
dro. Il volume del cilindro si può considerare come fun- 
zione di U^ quello del solido che genera AmP come fun- 
zione di V: e quello dell'altro solido che genera OAmQ, 
come funzione di W. Dicasi il medesimo qualunque siano 
le funzioni £/], 7^, TF^, purché generate secondo la stessa 
legge, vale a dire, siano grandezze comprese sotto lo stesso 
genere. Ora è facile di vedere che le differenze degh in- 
crementi AV^ — AU^, e ATf' — AU^y seguono la stessa legge 
delle differenze degli incrementi delle funzioni semplici 
AF — At/, e AW — AU; conseguentemente U^ e V^ sono 
funzioni unigenee in quanto si fanno variare in grazia 
dell' ascissa x; e U^ e V^ sono anche funzioni unigenee 
in quanto si fanno variare in virtù dell' ordinata y, E però 
tutte le funzioni come V^ sono unigenee fra loro, ed hanno 
per variabile della classe 1' ascissa x ; e tutte le funzioni 
come W^ sono unigenee fra loro, ed hanno per variabile 
della classe T ordinata y. La funzione TI' ^ la comple- 
mentare di V^. 

La precedente distribuzione si riferisce alle funzioni 
espresse da coordinate rettangolari; passiamo ora alla clas- 
sificazione di quello espresso in coordinato polari. Sia 
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il polo ( Fig. 2. ), OP V asse polare, e AK una curva qua- 
lunque. Si prenda sopra di essa ad arbitrio il punto >//, e 
tirata la retta mOy siano mO = Ry e l'angolo P(hn = <p. 
Indi prendendo il polo per centro, ed mO per raggio, 
si descriva un arco di circolo BmD. È manifesto che il 
settore circolare BmO è tagliato in due parti dalla curva 
Am, le quali sono AmO, e AniB. L' area del settore cir- 
colare, che porremo eguale ad ?7, è funzione di due varia- 
bili indipendenti, che sono il raggio i?, e Y angolo (p ; 
in quella vece le aree de' due segmenti AmO = F, e 
AmB = W sono entrambi funzioni di una sola variabile in- 
dipendente, od R, ovvero <p; giacché rispetto alla curva AK 
queste due variabili sono analiticamente connesse fra loro. 
Ora, se si prende V angolo (p per variabile indipendente, 
e si fa crescere della quantità mOm' = $, è chiaro che 
l'area del settore circolare si accresce di mOh=:AU; e 
quella del segmento AmO di mOm=AV, tra di cui vi 
è la differenza hfnm::^AV — AU, che è funzione unica- 
mente di $. Infatti si vede che questa differenza non di- 
pende dalla grandezza assoluta delle funzioni primitive, 
relativa alla posizione dell'asse polare; giacché se si fa 
rotare quest' asse, facendogli prendere la direzione 0/\, la 
grandezza delle funzioni primitive varia, ma la differenza 
degli incrementi A 7 — A U resta, invariata. Questa diffe- 
renza dipende soltanto dall'incremento^; e però l'equazione 

■ 

AV — AU—f(0) 
ò vcriHratA. 
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Facciamo ora variare V area del settore circolare attri- 
buendo ad R r incremento, e considerando (fi come co- 
stante. Sia mn =- h questo incremento : col centro 0, e 
con un raggio uguale ad On, si descriva V arco circolare 
CnE fino a che incontri la curva AK nel punto E; il che 

« 

è sempre possibile, prendendo Y incremento mn del raggio 
convenevolmente piccolo, tanto che V arco circolare che si 
descrive, incontri, da una parte o dall' altra, il punto m sulla 
curva AK. L' incremento dell' area del settore circolare è 
BmnC = ÙLU] e quello dell'area del segmento AmB è 
B7nEC=:AW. Fra questi due incrementi avvi la diffe- 
renza Emn^=:AW — A?7, che è funzione unicamente di 
wn, come risulta dalla sempHce inspezione della figura; 
e però si ha anche per questa coppia di funzioni verificata 
r equazione 

ù,W—àU=f(h) 

Siccome si ha anche in questo caso 

U— V^ W 

noi considereremo W, cioè la funzione unigenea all'area 
del settore circolare in quanto si prende R per variabile 
indipendente, come complementare di V. Si ponga mente 
che TT, od AmB, è l' area della superficie piana formata 
dair arco Am della curva AK, dall' arco circolare ìììB, de- 
scritto dal polo come centro, con un raggio Om uguale 
al raggio vettore R della curva, tirato dal polo al punto 
/n{R,(p) sulla curva, e dalla retta A/i, intercotta dai due 
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archi suir asso i)olare. La posizione del punto in{R, (p) sulla 
curva è affatto arbitraria, come eziandio arbitraria è la 
situazione del polo sulla retta OP. Segue da ciò che 
precede che V area del settore circolare BmO, e quella del 
segmento AmO sono funzioni unigenee, ed hanno per va- 
rial)ile della classe l'angolo (p, che il raggio vettore fa 
coir asse polare; e Y area dello stesso settore circolare, e 
quella del segmento AmB sono funzioni unigenee, ed 
hanno [)er variabile della classe il raggio vettore. Ciò ha 
luogo qualunque sia la curva AK. Dunque tutte le aree 
delle superficie piane come AmO sono funzioni unigenee 
fra loro, ed hanno per variabile della classe V angolo che 
il raggio v.ettore fa coir asse polare: e per la stessa ra- 
gione tutte le aree delle superficie piane costituite come 
A^nB sono tra loro funzioni unigenee, ed hanno per va- 
riabile della classe il raggio vettore; giacché le primo 
sono funzioni unigenee al settore circolare che si fa va- 
riare attribuendo Y incremento air angolo (f; e le seconde 
sono funzioni unigenee allo stesso settore, che si fa va- 
riare attribuendo Y incremento al raggio li; e le funzioni 
unigenee ad una teraa, sono unigenee fra loro. 

Siano come sopra U, F , IT' tre funzioni, che secondo 
la stessa logge generate, si possono concepire dipendere 
dal settore circolare, e dai due segmenti in cui resta di- 
viso dalla curva AK. È facile vedere che l[ e V^ sono fra 
loro funzioni unigenee, ed hanno per variabile della classe 
r angolo (p, per la stessa ragione per cui U e V sono 
unigenee fra loro: e similmente T e W^ sono funzioni 
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unipenoo, od hanno per variabile della classe il rapiiio 
vettore /?, per lo stesso motivo per cui le funzioni sem- 
plici U e W sono fra loro unipenee. 

Nell'analisi ordinaria non si considerano altri sistemi 
di coordinate che o le rettangolari o le polari. Noi dunque 
abbiamo stabilita la classificazione {renerale delle funzioni, 
che secondo una data lecrpre si possono considerare come 
funzioni dipendenti da superficie piane. Il rettangolo e il 
settore circolare, e le funzioni che da loro si possono con- 
cepire orifrinate, sono, tra tutte le funzioni che comecchesia 
dipendono da curve piane, e da una sola variabile indipen- 
dente, le sole che possono essere classificate in un modo, 
od in un altro, secondo che si fanno variare in prrazia di 
una di un' altra variabile. Esse sono dunque le sole 
funzioni di genere neutro. Per compiere la nostra classi-, 
ficazione ci resta da considerare le stesse linee rette e 
curve, e vedere in che modo si ordinano in classi. 

Quando si afferma che le funzioni di questo o di quel prup- 
pò sono fra loro unif^enee, si viene a dire che sono diverse 
specie di grandezze comprese sotto lo stesso genere pros- 
simo. Ciascuna specie comprende sotto di sé un illimitato 
numero di varietà individuali, che differiscono fra loro per 
i soli parametri. Due parabole, aventi lo stesso asse e lo 
stesso vertice, sono due forme individuali della stessa forma 
specifica, linea che chiamiamo parabola. La loro diffe- 
renza consiste soltanto nella diversa grandezza de' para- 
metri. Ma la parabola e l' ellissi sono due varietà specifi- 
camente distinte di linee comprese sotto lo stesso genere, 
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che è la curva. Quel che diciamo delle curve si applica 
alle rette: tutte le rette non sono che varietà individuali, 
che in quanto si considerano analiticamente, differiscono 
fra loro per la sola grandezza de' parametri. Ora, è evi- 
dente che la retta e la curva sono due specie di linee 
comprese sotto lo stesso genere: si può quindi domandare: 
quale delle rette è funzione unigenea alla curva? La 
risposta non è difficile. La sola retta tangente al punto 
^(^>2/)> ^ m(Ry(fi) di una curva è quella che ha una 
posizione determinata rispetto alla curva; in guisa che fra 
gli incrementi delle lunghezze dell' una e dell' altra ci sia 
una differenza, funzione unicamente dell'incremento che 
si attribuisce alla variabile. Infatti, la posizione della tan- 
gente al punto m (x, y), od m (i2, (fi) della curva non può 
variare senza che la retta cessi di essere tangente; con- 
seguentemente se Z è la lunghezza della tangente, s quella 
della curva, ed h V incremento della variabile che si as- 
sume come indipendente, la differenza Al — As non può 
dipendere se non dal solo h: si ha quindi 

AZ — As -z. f(h) 

Rispetto a qualunque altra retta V che può passare per 
il punto m{Xj y) od m(/?, (p) di una curva, è facile di vedere 
che la differenza AZ' — As non può essere funzione uni- 
camente di h] perchè la quantità AV — As è arbitraria, 
come quella che dipende da h, e dalla inclinazione della 
retta V ad un asse. Finalmente aggiungeremo che per la 
lunghezza della tangente o della curva, come di tutte le 
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altre linee, che da loro comecchesia dipendono, si può 
ad arbitrio prendere come variabile indipendente Y una 
r altra delle coordinate co ed y, od R e (fi della curva. 
Premesse queste nozioni, il principio delle funzioni uni- 
crenee consiste nel seguente 



TEOREMA. 



Le derivate delle funzioni unigenee sono uguali. 

Questo teorema si può dimostrare in molti modi, e con 
considerazioni affatto geometriche; ma per non allonta- 
narmi troppo dal soggetto principale che ho in vista, ne 
darò una dimostrazione semplicissima, valendomi del lin- 
guaggio abituale dell' analisi. Siano dunque V e W due 
funzioni unigenee, z la variabile della classe; e AF, ATF 
gli incrementi delle funzioni corrispondenti a As;, incre- 
mento della variabile. Siccome, giusta la natura di queste 
funzioni, la differenza AF — A TF è funzione unicamente di 

AV 
A2, ne segue che il loro rapporto -^^ è eziandio funzione 

soltanto di Az. Facendo tendere Az verso zero, anche gli 
incrementi delle funzioni, e a più forte ragione, la loro 
differenza, tendono verso zero; ma il loro rapporto tende 
verso r unità; giacché decrescendo la differenza, il nume- 
ratore e il denominatore, che sono gli stessi termini che 

w 

costituiscono la differenza, tendono ad uguagliarsi. Pos- 
siamo quindi porro 
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AV 

zzzl:ize 



AW 



€ essendo un coeflciente numerico variabile, dipendente 
da A2, e con esso tende verso zero. Dividendo numeratore 
e denominatore del primo membro della precedente equa- 
zione per Az si ha 



r 



Al 



= 1 ±:« 



AW 



Az 



Passando dai quozienti per differenze ai quozienti differen- 
ziali, cioè annullando Az, il numero « diventa zero, e si 
ha semplicemente 

dV 



dz 



dW 

dz 

ossia 

dV dW 



dz ' dz 

Ciò che bisognava dimostrare. 

Contro di questo teorema, la cui potenza ed universalità 
abbraccia tutte le applicazioni del calcolo, e ne semplifica 
considerevolmente i processi; e la cui ve)*ità, oltre ad es- 
sere conforme a ciò che avvi di meglio stabilito neir ana- 
lisi, ^ immediatamente verificabile per induzione, sono 
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state fatte da certi analisti nostrali delle obbiezioni, che 
mi era impossibile di prevedere, tanto sono superficiali 
e inconcludenti. Ne accennerò qualcuna -affinchè il lettore 
giudichi della loro natura. Si è detto dunque: se le derivate 
delle funzioni unigenee sono uguali, le funzioni differiscono 
di una costante. Ma chi ignora una verità così comune e 
così insignificante? Che cosa rispondere, mio caro lettore, 
a questa formidabile obbiezione ? A chi ragiona in tal guisa, 
credo, debba esser poco avvertirlo, che fra gl'incrementi 
di due funzioni che differiscono di una costante non ci può 
essere alcuna differenza; mentre fra quelli delle funzioni 
unigenee ci deve essere necessariamente una differenza 
reale; anzi il concetto e la essenza di queste funzioni lo 
abbiamo ricavato appunto dalla natura di tale differenza. 
Un argomento contro della loro esistenza è almeno con- 
cepibile; ma quando si stabilisce per definizione, che sono 
unigenee quelle funzioni fra i cui incrementi avvi una 
differenza, funzione unicamente dell' incremento della va- 
riabile, r obbiezione riferita diventa un non senso. Le ob- 
biezioni contro le novità sono sempre utili, perchè forni- 
scono, se non altro, l' occasione di chiarire i punti oscuri, 
di svolgere quelli semplicemente accennati, di presentare 
la nuova dottrina in modo piìl semplice; ma quando chi 
obbietta mostra di non conoscere il soggetto contro di cui 
armeggia, ogni disputa torna vana. Le funzioni unige- 
nee sono grandezze specificamente distinte, dipendenti da 
curve diverse eziandio in ispecie, ma riferite allo stesso 
sistema, e aventi le stesso coordinate per un punto comune, 
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la cui scelta è assolutamente arbitraria. L' uguaglianza 
delle derivate di tali funzioni è relativa a questo punto, 
e non ad altro; ma siccome la posizione di esso è arbi- 
traria, la forma delle derivate che così si conseguono, dopo 
che sono state spogliate de' parametri che per avventura 
contengono, come or ora diremo, sussiste per tutti i punti di 
ciascuna curva. Lo scopo del teorema è quello di fornire un 
mezzo sempUce di trovare la derivata di una funzione, la cui 
forma e costituzione analitica è ignota, mediante la diffe- 
renziazione di una funzione di forma nota, che si sa antici- 
patamente, per la classificazione stabilita, appartenere alla 
stessa classe in cui è compresa la funzione ignota. Siano 
V la funzione nota, e W la. funzione ignota: si cerca quale 
è la derivata di W, affinchè indi dopo si possa, colle re- 
gole ordinarie del calcolo integrale, determinare la sua 
forma o grandezza. Io suppongo, ciò che è sempre lecito, 
che la curva generatrice della funzione V sia riferita allo 
stesso sistema a cui si rapporta la curva generatrice della 
funzione W; e che le due curve abbiano un punto comune. 
Sia z la variabile della classe: la derivata di V per il 

dV 

punto comune è -j-. Questa derivata è nota, per ipotesi, 

dz 

^ dW 
Rispetto allo stesso punto comune la derivata di We -ir-; 

questa derivata è ignota, pur anche per ipotesi: il prin- 
cipio delle funzioni unigenee ci dà 

dV _ dW 
dz ~" dz 
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La prima derivata essendo nota, ne segue che anche la 
seconda è conosciuta. Ma per assumere la derivata di V 
come identica a quella di ir, bisogna notare che si possono 
dare due casi; 1.° che V. che si suppone sempre essere la 
grandezza nota, sia funzione di due variabili indipendenti; 
2.* che essa sia funzione di una sola variabile. Conside- 
riamo ciascuno di questi casi. 

Le funzioni di due variabih indipendenti, fra tutte quelle 
che comecchesia dipendono da curve piane, sono il rettan- 
golo e il settore circolare, e le funzioni che, secondo una 
data legge, da loro si originano. Queste due funzioni tipi- 
che, di genere neutro, sono a capo di due serie di fun- 
zioni, le une espresse da coordinate rettangolari, e le altre 
da coordinate polari. Sia 

V^F{cc,y) 

una funzione qualunque nota di due variabih indipendenti; 
e W una funzione ignota di una sola variabile, compresa 
nella stessa classe della prima; e sia x la variabile della 
classe. Poniamo 

e vediamo come trovare ^'(a?), V'(^) essendo ignota. Il pro- 
cesso h semplicissimo. Io suppongo che x ed y della fun- 
zione V abbiano lo stesso valore che x ed y della fun- 
zione W. Differenzio la [)rima rispetto ad ,r, considerando 
y come costante, ed ho 
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dV dF 



dx dx 

dF dF 

Poiché -3— è derivata nota, poniamo che sia -j-, =r- <fi {x, y). 

Si ha similmente 

dW 

Ma, per il teorema dimostrato ft 

dV dW 
dx dx 

Dunque sarà 

1//' (x) — (p (x, y). 

Sia ora y = f{x) V equazione delia curva generatrice 
della funzione W; avremo eliminando y dalla precedente 
derivata 

^'(x) = (p(x,f(x)) 

Nel secondo membro ci son quantità note; dunque V' (^) 
è conosciuta. Si ponga mente che '^' (a?)/ ottenuta per il 
punto m{x,y), sussiste per ogni altro punto della curva, 
giacché nel secondo membro è scomparso ogni traccia di 
questo punto arbitrariamente scelto. Gli esempi che or 
ora addurremo toglieranno ogni dubbio sulla verità di 
questa conclusione. 

Supponiamo ora il secondo caso, che la funzione nota 
sia anch' essa di una sola variabile, identica a quella elio 
abbiamo chiamata della classo; sia 
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V-r F{T) 

Poniamo come sopra essere 

la funzione iprnota. Si deve sempre supporre, cih che ^ 

permesso, che le due curve generatrici delle funzioni al)- 

hiano un punto m{x,y) comune, e siano riferite allo 

stesso sistema di assi. Differenziando queste due funzioni 

ablnanio 

dV 

-dF^"" (-) 

dW 

-dV - ^' (^) 

In virtfl (Ifìl principio delle funzioni uniaenee si lia 





dV dW 




da' dee 


Dunque sarà 






F' (x) r- f {oc) 



Questa equazione ha luojro per il punto comune alle due 
cun^e; ma affinchè da P'{or) possa cavarsi la forma di i/''(ir) 
conveniente a tutti i punti della curva jreneratrice di TF, 
ft necessario eliminare dalla prima i parametri che contiene; 
stantechè questi i)arametri sono particolari e proprii della 
funzione V. Questi parametri sono quelli stessi che si con- 
ten{?ono nelF equazione della curva da cui V dipende; e 
mediante la medesima equazione si eliminano tutti, qua- 
lunque sia il loro numero, ancora che infinito. Questa 
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notevolissima proprietà, che non ha hiogo se non quando 
la funzione si differenzia rispetto alla variabile della classe, 
si dimostra nel seguente modo. Sia 

Uz=z(p{x,y) 

una funzione di due variabili indipendenti, appartenente 
alla stessa classe di V, Si ha diffferenziando rispetto ad or 



Ma 



Dunque sarà 



dU 


d(fi 


dx 


dx 


dU 


dV 


dx 


dx 


d(p 


dV 



dx d^T 



d(p 
Ora è evidente che la derivata parziale di U, cioè ^, non 

può contenere i parametri particolari di V: dunque sic- 
come la precedente equazione differenziale deve poter sus- 
sistere, qualunque sia la posizione del punto comune 
rìi{x,y)y fa duopo conchiudere che i parametri contenuti 
nella derivata di V debbansi poter tutti eliminare me- 
diante l'equazione della curva. Sia ad esempio 

F= Ax"" -+- Bx*" -+- CxP -f- ■ • • 

Tarea piana AmP (Fig. I.). Si ha differenziando 
dV 



dx 



r= Amx""* — ^ -f- Bnx" - ^ -h Cpx'' - * 
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Sia ora 

U—:xy 

l'area del rettan{?olo OPmQ. Si ha differenziando ri- 
spetto ad .7? 

dU 



dx 



— y 



Poiché si ha 



dU dV^ 
dcr d:r 

sarà 

Ma y essendo V ordinata della curva AK al punto m, la 
cui posizione è arbitraria, la precedente equazione è quella 
della stessa curva. Si vede dunque che per mezzo di tale 
equazione, supposta nota, tutti i parametri si eliminano 
dalla derivata; onde si ha semplicemente 

dV 

dx -' y- 

Sia, come secondo esempio, 

V—or{ Ax^ -H Bx"" H- Cx^ h ) 

il volume del conoide che l' area AmP genera rotando 
intorno all' asse di x. Crediamo superfluo di avvertire che 
in questa equazione i parametri A, jB, (7, ecc. e le potenze 
m, n, j9, ecc. sono quantità diverse da quelle contenute nel 
precedente esempio. Si ha differenziando 
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dV 



Sia 

il volume del cilindro che il rettangolo OPw Q genera ro- 
tando intorno allo stesso asse. Si ha differenziando rispetto 
ad X, che ^ la variabile della classe. 



Ma 



dU 

dx ~ 


-ity^ 


dlJ 


dV 


dx ~ 


dx 



dunque sarà, cassando il fattore comune or. 



• • • 



Come nel primo esempio, y essendo V ordinata della curva 
al punto m, la cui posizione è arbitraria, la precedente 
equazione ft quella stessa della curva AK; e però per suo 
mezzo tutti i parametri A, B, C, ecc. proprii della fun- 
zione V, si eliminano; e si ha così la forma comune della 
derivata de' conoidi, cioè 

dV 

È dunque manifesto che differenziando una funzione par- 
ticolare di una sola variabile, purché questa sia quella della 
classe, ed eliminando dalla derivata, mediante V equazione 
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della curva, i i)arametri che contiene, ella prende la forma 
comune, conveniente a tutte le funzioni dell' intera classe 
Questa derivata non è relativa ad alcun punto particolare. 
Come il lettore può essersene accorto, mediante la clas- 
sificazione delle funzioni ci è riuscito di generalizzare una 
verità particolare già nota nelF analisi. Si sa infatti che 
differenziando V equazione di una curva, ed eliminando, 
mediante la stessa equazione, dalla derivata ottenuta, una 
costante, si ottiene una nuova equazione, che esprime una 
proprietà della tangente, comune a tutte le curve che rap- 
presenta l'equazione proposta, dando diversi valori alla 
costante. Così sia 

r equazione della parabola, se ne cava 

dy 

ed eliminando a 

Questa equazione e' insegna che in tutte le parabole che 
hanno lo stesso asse e lo stesso vernice, la sottotangente 
è il doppio dell' ascissa del punto di contatto, qualun- 
que sia il parametro 2a. Da questa verità particolare non 
si è potuto cavare tutto il partito che si poteva, genera- 
Hzzandola ed estendendola a tutte le funzioni classificabili 
per generi e per si)ecie, perchè ostava il comune pregiu- 
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dizio, che la scelta della variabile indipendente sia arbi- 
traria. In grazia di questo pregiudizio gli analisti avendo 
scelto per variabile indipendente Y ascissa oc, quando le 
funzioni sono espresse in coordinate rettangolari; e l'ango- 
lo (p che il raggio vettore fa coli' asse polare, per quelle 
espresse in coordinate polari, hanno trascurato di appli- 
care il calcolo alle funzioni, di egual numero, le cui deri- 
vate vanno prese rispetto all' ordinata y, e al raggio vet- 
tore R. Per questo motivo gli esempii illustrativi che ora 
addurremo del principio generale, saranno scelti princi- 
palmente fra queste due serie di funzioni. 

I. Derivata dell' af^ea piana BmA ( Fig. 2. ) compresa 
fra la curva Am, V arco circolare Bm descritto col rag- 
gio Om^=^R, e la retta AB ^ intercetta sulV asse polare. 

Sia (p r angolo mOPy e U V area del settore circolare 
niOB; si ha 

U^ -^ R'(p 

La variabile di questa classe di funzioni essendo R, avremo 

differenziando risi)etto ad essa, e considerando <p come 

costante. 

dU 

dR = ^f 

dW 
Sia BmA i^ W; la derivata di questa funziono ^ "Td. Il 

principio delle funzioni unipenee dà 

dV (IW 
dR -' dR 
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o poro sarà 

dW 

Rispetto alla funzione W, (p non è costante, come per il 
settore circolare. Laonde quando Y equazione della curva 
Am sarà data, eliminando ?>, ed integrando, si ottiene l'area 
BmAy qualunque sia la posizione del punto m. L' origine 
del polo è arbitraria; ovunque la si porti, la precedente 
derivata conserva sempre la stessa forma; ma nell'inte- 
grazione bisogna iaver riguardo all' origine. È degno di 
esser notato che trasportando in diversi siti il polo, si 
origina una varietà di forme molto diverse fra loro, ciò 
che non accade nel sistema delle coordinate rettangolari. 
Eccone le principali. Sia Q, come si vede nella figura (2) 
sopra un punto qualunque del prolungamento della retta 
PAy che fa da asse polare : allora integrando per parti la 
precedente derivata, avremo 

Delle due parti di questo integrale, la prima è T area del 
settore circolare BrnO; e la seconda, quella del settore 
AmO; la loro differenza è dunque l' area BniA. 

Supponiamo che il polo sia all' origine di una curva 
polare, come nella figura (3); in questo caso la prima 
parte dell' integrale è l' area del settore circolare mCB, e 
la seconda, quella dell'area ODm; la loro differenza è 
dunque l'area ODmCB=z W. 
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Sia OK ( Fig. 4. ) la curva, il polo, OP V asse polare, 
e la retta che congiunge il punto con m il raggio vet- 
tore R\ in questo caso W è l'area ODmA, niA essendo 
l'arco circolare descritto dal centro 0, e con un raggio 
uguale alla retta che congiunge il polo col punto m. 
Questa conclusione è evidente, perchè la seconda parte 
deir integrale precedente è Y area compresa fra la curva 
ODm, e il raggio vettore Om, e la prima parte è quella 
del settore circolare mOA: la loro somma è l'intera area 
ODmA. Nella formola la seconda parte dell'integrale ap- 
pare negativa, perchè l'angolo mOP:=(p va decrescendo; 
quindi in realtà ha valore positivo. 

Se essendo il polo, l'asse polare è OP,, allora W è 
r area ODmB^ mB essendo T arco circolare descritto dal 
centro col raggio Om. 

Infine se stando in il polo, l' asse polare è OP,, , 
W è r area ODmC. Notevole è questa ricchezza di forme 
che rappresenta lo stesso integrale //?(^rf/2, corrispondenti 
alle posizioni OP, OP, OP^^ dell'asse polare ; mentre l' in- 

1 ^ 
tegrale -^ fR^d(fi dà sempre la stessa area ODmO. 

II. Derivata del volume del solido che V area piana 
BmA (Fig. 2.) genera rotando intorno alV asse polare OP. 

L' area BmA è quella stessa di cui abbiamo data la 
derivata. Sia U il volume del settore sferico che genera 
il settore circolare BmO, e W quello del solido che genera 
BmA rotando intorno allo stesso asse: si ha 
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23r 



U-r-^R^{ì—COS(p) 

Tn questa equazione R e (fi sono due variabili indipendenti; 
ma 7? è la variabile della classe che consideriamo; diffe- 
renziando dunque la funzione U rispetto ad i?, al)biamo 

9 

dU 

^ — . 2^R\\ — cos (fi) 

Il principio delle funzioni unip^enee ci dà 

dV dW 



dR - dR 



Dunque sarà 



dW 

-^ —2^R^l —cos 7») 



In questa equazione (fi è funzione di R, e il loro rapporto è 
r equazione della curva Am. Integrando per parti abbiamo 

W — -^[R^\ — cos (fi) —fR^ sen <fid(fi) 

La prima parte di questo integrale è il volume del settore 
sferico che genera il settore circolare BmO; e la seconda 
parte è il volume del solido che genera il settore AmO, 
rotando intorno allo stesso asse; la loro differenza è dun- 
que il volume che genera , secondo la stessa legge , 
r area BmA. 

La stessa ricchezza di forme che sopra abbiamo notata, 
rappresenta l'integrale 2^fR^{l—cos(p)dR, corrispondenti 
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alla posizione dol polo, e alla direzione dell'asse polare: 
per non ripetere cose già dette, lasciamo al lettore la cura di 
verificare che W può essere il volume del solido che genera 
ODmAy ( Fig. 4. ) od ODmB, rotando intorno air asse OP, 
od OP, ; ovvero quello che genera ODmC rotando intorno 
all'asse OP,, e simili. Daremo ora alcuni esempi di deri- 
vate di funzioni meccaniche. Però vogliamo avvertire il 
lettore che negli esempi che seguono non faremo più il 
sillogismo per cui si passa dalla derivata di una funzione 
nota a quella di un' altra ignota; imperocché ò ormai ftiori 
di dubbio che differenziando una funzione particolare rispet- 
to alla variabile della classe, la derivata che si ottiene, spo- 
gliata de' parametri, quando è di una sola variabile, è comu- , 
ne air intera classe. Quindi benché prima della diflTerenzia- 
zione, U, ad esempio, sia una funzione particolare, dopo 
la differenziazione essa perde tutto ciò che la particolareg- 
giava, e la differenziale df/ diventa comune ed universale. 
Così neir ultimo esempio, differenziando il volume U del 
settore sferico abbiamo ottenuto 

dU 

^ — 2^R^Ì — cos (p) 

Indi in virtù dell' equazione fondamentale 

(W_d\r 
dR — dR 

dU dW 

abbiamo sostituito a -td , la derivata -^ nella precedente 

equazione, ed abbiamo avuto 
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dW 

= 23r/?*(l— cos?>) 



(IR 



Or questa sostituzione, che non è punto necessaria, perchè 
si sottintende facilmente, non la faremo piCi negli esempi 
che seguono. Questa convenzione darà un' idea più netta 
e pili precisa della rapidità del metodo fondato sul prin- 
cipio delle funzioni unigenee. 

III. Coordinate del centro di gravità di una super- 
ficie piana. 

Troviamo le coordinate del centro di gravità della su- 
perficie piana AmP (Fig. 5.), e OAmQ. Siano OPz=ix; 
Pm = y; x^ ed y^ le coordinate del centro di gravità 
del rettangolo OPmQ,^=:m^=.xy. Assumo come evidente 
che il centro di gravità del rettangolo cade nel punto 
d'intersezione delle due diagonah; e però si ha 



X 
a? 7-: -TT 






Moltiplicando i primi meml)ri con w?, i secondi con xy^ 
avremo 

x'^y 
mx, — -^ 



xy 



La determinazione delle coordinate del centro di gravità 
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dipende dalla conoscenza delle derivate de' momenti nix,, 
my,. E però se si cercano le coordinate del centro di gra- 
vità di AmP^ bisogna differenziare i precedenti momenti 
rispetto ad x, che in questo caso è la variabile della 
classe, considerando y come costante; giacché il rettangolo 
essendo funzione di due variabiH indipendenti, tali sono 
anche tutte le funzioni che da esso dipendono; se invece 
si domandano le coordinate del centro di gravità del 
segmento AmQOy allora bisogna differenziare i precedenti 
momenti rispetto ad y, che h la variabile di questa classe. 
Si ha così nel primo caso 

d . my^ y^ 
dx ~ 2" 

Rispetto all'area AmP y è funzione di x; consideran- 
dola come tale, allora w — fydxz-AmP. Si ha quindi 
integrando 

m.r^ TTzfxydx 



my^ — Y/y^dx 



Donde 



fxydx 

^ ^'~~fydx 

fy^dx 
^' 2fydx 

Rispetto al secondo caso abbiamo 



PUINCII'IO DELLE FCNZIONl UNKiENKK M 



2 






dy 



— xy 



Per questo secondo caso si ha m ^r fxdy --- OAmQ, E però 
integrando si ha 

mx^ = Y fx^dy 

niy^—fxydy 
ed infine 

fx^dy 
^' — '2/xdy 

f^ydy 

^' fxdy 

IV. Ascissa del centro di gravità di un solido di 
rivoluzione. 

Si faccia rotare il rettangolo OPmQ (Fig. 5.) con i 
suoi segmenti intorno all' asse di x. Sia m = ouy^x il vo- 
lume del cilindro, la cui densità si suppone uguale ad uno, 
onde la massa viene ad essere identica al volume. Assumo 
come evidente che l'ascissa x^ del centro di gravità di 
questo solido cade a metà dell'altezza x; e però 

X 

Moltiplicando, come sopra, il primo membro per ut, il se- 
condo per ^y^x, abbiamo 
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Se si cerca l'ascissa del centro di gravità del solido che 
genera AniP, bisogna differenziare il precedente momento 
rispetto ad x; e se quella del solido che genera OAmQ, 
che cade anche suir asse di a?, rispetto ad y. Abbiamo così 



d.nuv^ 
d . nuv^ 



dy 
Si trova integrando 



mx^z=.ocfy^xdx 
nix^ z= ^fyx^dy 

(Jra, differenziando il volume del cilindro 



m = %y^x 



rispetto ad x^ si trova la derivata del volume del solido 
che genera AmP: si ha così 



Donde 



dm 
dx 


— %y^ 


m — 


wfy^dx 



e differenziandolo rispetto ad y si ottiene la derivata dei 
soHdo che genera OAmQ, Abbiamo perciò 



dm 

lui = 2iTt/.r 
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Donde 

m — 2'JtJyxdy 

Eliminando questi due valori di m dalle precedenti equa- 
zioni avremo 

fy^xdx 



X -- 



X :=. 



fy^dx 
ifxydy 



Tali sono le ascissa de' centri di gravità de' solidi che ge- 
nerano le aree piane A^nP, e OAmQ rotando intorno 
ali' asse di x. Con un ragionamento simile si trovano le 
ascisse de' centri di gravità de' solidi che le stesse aree 
generano rotando intorno all' asse di j/, tenendo sempre 
presente che in un caso, cioè rispetto al solido che genera 
r area AmP^ la variabile della classe è sempre a?, e nel- 
r altro caso è sempre j/. 

V. Coordinate del centro di gravità delle aree piane 
esjìresse in coordinate polari. 

Troviamo prima le coordinate del centro di gravità del 
settore circolare BmO (Fig. 6). Dal polo si elevi la perpen- 
dicolare y, e per il punto m si tiri la perpendicolare HC 
ad OP. Siano x^, y^ le coordinate del centro di gravità del 
triangolo rettangolo CmOy contate sugh assi OP, OY: 
OC-- a; Cm^=z; Oni = /?; e l' angolo mOP rz: (p. Assumo 
come noto le due equazioni 



.r, =-- f a 



y. 



1 






M 



Si ha inoltre m =^ 





<; Al' ITOLO 1 


!»UlMO 


az 


; e però 


a^z 




rnx^ 


3 




/^t-ìti — — 


az^ 



"'Ut — (J 

I momenti rax^^my^ hanno per variabile della classe quella 
stessa della funzione semplice m, cioè l'angolo (p; e però 
noi r introdurremo nelle precedenti equazioni mediante 
r eliminazione di 2 =: a lang (^. Si ha così 

a" 
mx^ m "TT- tang (fi 

my, — -^ tangV 

In queste equazioni a è un parametro particolare de' mo- 
menti che si considerano. Si trova differenziando 

d.mx a^ 



d(p 3 cosV 

d . my^ a^sen <p 

d<p 3cos^^ 

Affinchè queste derivate divengano comuni a quelle de' mo- 
menti mx^y my^ qualunque sia il settore m^zzAmOy fa 
mestieri eliminare il parametro a = /2cos<^. Si trova così 

d . mx^ 1 
d . rny^ 1 , ., 
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Se ne cava integrando 

m^\ =rr -^ //Pcos (pd(p 

mx^ := -rflPsen <pd(p 

Il valore di m è in questo caso -^/R^dip. Per avere le 

coordinate del centro di gravità di BmA ( Fip. 6. ), Bm 
essendo il noto arco circolare descritto dal centro 0, e col 
raggio Omy dobbiamo trovare prima quelle del settore cir- 
colare BmO, Ora rispetto a questo settore, il raggio R 
essendo costante, si ha 

m^^ :— ^ /?' sen (fi 

my^ = ^ /?^ ( 1 — co^ (fi) 

Per avere le derivate de' momenti relativi all' area BmA^ 
basta differenziare le precedenti equazioni rispetto ad i?, 
che è la variabile della classe, considerando (fi come co- 
stante. Si ha dunque 

d . mx 
d . my 

Si trova integrando 

nicc^ -- /R* sen (pdR 

my, — /i?* ( 1 — cos <?> ) dU 
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In questo caso si ha mz—fR(pdR; e. però 

fR'^encpdR 



^' - fR(pdR 

__ fR^Ì—cos(fi) dR 
y'~ fR(pdR 

Tali sono le coordinate del centro di gravità del segmento 
BmAy qualunque sia la curva AK^ e T origine del polo 0. 

VI. Ascissa del centro di gravità de* solidi di rivo- 
luzione espressi in funzione di coordinate polari. 

Questa ascissa cade sull' asse di rotazione, che conside- 
reremo identico all' asse polare. Sia OP quest' asse (Fig. 6.), 
ed il polo: ritenendo le precedenti indicazioni, assumo 
come noto che V ascissa x^ del centro di gravità del cono 
retto, che genera CmO, h a tre quarti dell'altezza OC; e però 

x^—-^a 
Si ha inoltre, considerando la densità del cono uguale ad 

IT 

uno, m —. IT az^ ; quindi 

ma- -——r à^z* 

' 4 

La variabile della classe a cui appartiene questo momento 
essendo <p^ noi T introdurremo in esso mediante T elimina- 
zione di ZT—a tang (p ; onde si ha 



'jta^ 



))ì.7 



.T r-. — tang' (ff 
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i^ rtifferoiiziando 

« 

d . mcc^ ira* sen (fi 

d(p ~ 2 co^^fp 

Per generalizzare questa derivata bisogna eliminare 
il parametro a-jiRQo^<p. Si ha dunque in fine 

d . mx IT 

— ^— ^ zm -g- li^ sen (p cos (p 

Si trova intejrrando 



mo^, '=r^ -^ jR sen (jJ cos (pd(p 



25r , 

xVbl)iamo per questa classe di momenti m r^i -:r- J R^ sen (pd(p: 

e però 

3 /J?* sen (j> cos ^rf<|> 



X = 



4 //i;' sen (pd(fi 



Questa è l'ascissa del contro di pravità del solido che 
genera il settore AmO, qualunque sia la curva AK, ro- 
tando intorno ad OP, T origine essendo al polo O. Per 
ottenere quella del solido che genera BmAy rotando in- 
torno allo stesso asse, dobbiamo trovare prima quella del 
settore sferico, che genera BmO. Ora, rispetto a questo 
settore, R considerandosi come costante, si ha integrando 






AFIT-'L* IflIM*' 



In qiu*sta rffjuazione R e f ^ptìo dup varial»iìi imlippndpntù 
rna R ^ quella d^^lla classe a mi a[ii»artipnp il mom^ntA 
relativo al s^jlido che genera B//I.4: dunque differpnziando 
ris[K*tfo ad essa, abbiamo 



r! . ìfKT 



e inte^ando 



rw.r Tzr. 'xfF? sen* fdR 



Per questo raso si ha m^^2iJffR*{ì — co&f)dR. sarà dunque 

/TPsenVrf/J 
,r - 



2fR*(ì—cos<p)dR 



Tale ft r ascissa del centro di pravità del solido che pe- 
nerà Tarea BmA rotando intomo air asse polare ; ovvero 
ODmA ( Fig. 4. ), od ODmB, od OlhnCj secondo che si 
consideri la posizione del polo 0, e la direzione dell'asse 
polare OP, 0P„ OP,, ecc. 

Non addurrò altri esempi per mostrare quale semplicità 
acquista il calcolo mediante il principio universale delle 
funzioni unipenee: altro che la serie di Taylor, sulla quale 
si ^ creduto finora di fondare le applicazioni del calcolo 
alla geometria e alla meccanica, od il metodo strano ed 
assurdo degli infinitamente piccoli! Accennerò piuttosto ad 
un' altra singolare obbiezione che si è mossa contro del 
metodo esposto. Si ^ detto dunque che esso è arbitrario, 
[)erchò prima della differenziazione io considero qualche 
variabile come costante; e dopo la differenziazione, come 
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variabile. L' obbiezione è sottile assai, e mostra che gli 
oppositori hanno dato molto addentro air argomento. Fac- 
eiamo però loro osservare che ciò accade soltanto quando 
la funzione che si differenzia è di genere neutro, cioè, 
per parlare il linguaggio convenuto, di due variàbili indi- 
pendenti. Queste funzioni, che sono tutte un'emanazione 
del rettangolo e del settore circolare, sono doppiamente 
classificabili: se si differenziano rispetto ad una variabile, 
considerando V altra come costante, la loro derivata è co- 
mune ad una intera classe; ma la variabile che si è con- 
siderata come costante, nella derivata che prende la forma 
comune ed universale, va considerata come variabile. Tutto 
ciò è stato partitamente illustrato, e non occorre ripetere 
le medesime cose. Nella mia Teorica del calcolo delle fun- 
zioni ho dimostrato tìilo all' ultima evidenza, che quando 
si differenzia si astrae da una funzione particolare ciò 
eh' essa ha di comune con tutte le altre funzioni che sono 
comprese nella stessa classe: quindi tutto ciò che è pro- 
prio e particolare di una funzione, come parametri e coe- 
ficienti numerici, scompare, e non resta nella derivata se 
non ciò che appartiene a tutte le specie comprese sotto 
lo stesso genere. La derivata così ottenuta è lo stesso 

genere, considerato come quantità. Quando invece s' inte- 

* 

gra si determina il genere, cioè l' elemento comune, nella 
specie, nella funzione particolare. Molto si è fantasticato 
sulla natura del calcolo differenziale ed integrale; e sarebbe 
tempo di finirla colle ipotesi di ogni genere. Per la natura 
delle due operazioni intellettuali, emincntemenfo scienti- 
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fiche, quali sono T astrazione e la determinazione, che si 
trovano imprigionate neir analisi algebrica, che il Leibniz, 
per accordarla col concetto difettoso che se ne fece, chiamò 
calcolo differenziale ed integrale, questa parte della scienza 
matematica può essere grandemente estesa e semplificata; 
ed i giovani analisti italiani, non dovrebbero mancare di 
profittare dell' occasione favorevole che loro si presenta, 
per mostrare il loro ingegno e il loro sapere. 



- '-<>'^^^^<>^- 
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JHai^slMil e nUnimi delle funzioni 
di una sola irarlablle. 



Sia f(x) una funzione che a cominciare da un estremo 
valore della variabile x= a, vada con essa sempre cre- 
scendo sempre decrescendo fino a che questa non di- 
venga x = b; e che indi in seguito continuando la varia- 
bile a crescere fino ad un altro valore estremo a? = e, la 
funzione invece vada sempre decrescendo o sempre cre- 
scendo; è manifesto che di tutti i valori che la funzione 
assume nel corso degli incrementi della variabile fra i 
valori estremi assegnati, il più grande od il più piccolo è 
quello che corrisponde al valore intermedio rz? = 6. Questo 
valore della funzione è quello che si chiama massimo o 
minimo. 

Crediamo utile di far notare che i vocaboli massimo e 
minimo neir analisi hanno il medesimo significato che nel 
linguaggio ordinario; imperocché i termini con cui sono 
definiti nulla tolgono o nulla aggiungono di essenziale al 



<) 
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loro significato comune; ma solo determinano, il che è 
proprio delle definizioni scientifiche, fra quaU grandezze 
un'altra si dice la più grande o la più piccola. Non rare 
volte accade di leggere ne' trattati di calcolo, che il 
massimo non è il più grande, ed il minimo non è il più 
piccolo valore della funzione; non ponendosi mente che 
questi vocaboli hanno un significato essenzialmente rela- 
tivo; e che quando i valori estremi della variabile, che la 
natura del problema comporta, sono assegnati, un mas- 
simo od un minimo, che fra questi limiti, non sia il più 
grande od il più piccolo valore della funzione, è una con- 
tradizione ne termini. Bisogna ad ogni costo evitare il 
vago e r indeterminato ne' concetti fondamentali; senza di 
che non si ottiene né evidenza nei ragionamenti, né certez- 
za nei risultati. Può darsi, come ne saranno addotti esempi 
in seguito, che la variabile, oltrepassata la prima coppia 
di valori estremi, continui a crescere fra altri due valori 
estremi, e faccia prendere alla funzione un secondo valore 
massimo o minimo; e così di seguito; ma fra questi mas- 
simi e minimi che si succedono, gU uni maggiori o minori 
degli altri, non ci è relazione anaUtica; e deve ritenersi 
come uno strano abuso di linguaggio il dire, esempli gra- 
zia, che un minimo é maggiore di un massimo, volendosi 
significare un semplice rapporto di disuguaglianza fra due 
funzioni, una delle quaH rispetto ad una coppia di valori 
estremi della variabile é un minimo, e 1' altra, rispetto ad 
una seconda coppia di tali valori, é un massimo. In altri 
termini, il massimo ed il minimo sono grandezze, e come 
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tali si possono paragonare fra loro; e se la prima è più 
piccola della seconda, non siamo autorizzati ad affermare 
tale disuguaglianza con un gioco di parole. 

Sia U =. f(b) un valore massimo o minimo di una data 
funzione, e 

W=f(x^h) 

due altri valori della stessa funzione, il primo compreso 
fra f{a) e f{b), ed il secondo, fra f{b) e f(c), Giacch^ 
giusta r ipotesi che abbiamo fatta, f{b) è simultaneamente 
maggiore o minore di f{a) e di f{c), nulla vieta di attribuire 
ad h tale valore, per cui si abbia 7:=^ FF, ovvero che sia 

f{x)=f{x^h) 

Questa coppia di funzioni uguaH le chiamo coniugate. Non 
occorre di avvertire che in questa equazione h non ft 
quantità arbitraria: perchè è Y incremento che bisogna at- 
tribuire ad Xy il cui valore h compreso fra a e 6, affinchè 
abbia luogo tale eguaghanza: essa è dunque funzione di Xy 
od e convereo, che vale il medesimo. Facendo crescere x 
verso il valore 6, h diminuisce, e le due funzioni coniugate 
crescono o decrescono insieme di valore; in guisa che 
quando x :=by la quantità h si annienta, e le duo funzioni 
Ve JF si confondono in una sola; giacché si ha V equa- 
zione identica f(b) = f{b). Questa identità annuncia che 
le due funzioni coniugate hanno raggiunto il loro valore 
massimo o minimo. Continuando x a crescere, h diventa 
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negativa, e per x =ic, essa raggiunge il suo maggior va- 
lóre negativo. Una contraria vicenda ha luogo, se x si fa 
decrescere verso a. 

Dopo queste avvertenze è facile di trovare 1.** l'equazione 
di condizione per esprimere h in funzione di x; 2.* V equa- 
zione di condizione per conoscere il valore di x che rende 
massimo o minimo quello della funzione, o delle funzioni 
coniugate. Perciò si svolga secondo la serie di Taylor il 
secondo membro della precedente equazione, avremo, indi- 
cando con e un numero compreso fra zero e uno, 

f{x) = f(x) ^ r{x)h ^r(x^eh)^ 

Cassando i due termini uguali, e dividendo per A, fat- 
tore comune, si ha 

f'{x)-^f"{x-^eh)^^{) 

Questa è T equazione di condizione per determinare h in 
funzione di x. Si è avvertito che le due funzioni coniugate 
s' identificano in una sola, ed attingono il loro massimo 
minimo valore quando h^^O. Dunque la seconda equa- 
zione di condizione ^ 

r{x) = 

Così per trovare il valore della variabile che rende mas- 
simo minimo quello della funzione, bisogna uguagliare a 
zero la derivata di f{x). Questa regola generale va soggetta 
ad alcune eccezioni, derivanti dalla natura stessa delle fun- 
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zioni. Supponiamo che la variabile si trovi elevata alla 
prima potenza, come in V^=ax; e che la funzione sia 
capace di massimo o di minimo: ft evidente che non si 
può porre 

dV 



dx 



= a = 



In questo caso bisogna esaminare con quale variabile x si 

trovi analiticamente ligata; e differenziare la funzione ri- 

dx 
spetto a questa variabile. Sia x ^^ 9^(^)>^ 7/^ ~~^^'{'^)\ si porrà 

dV dx 

Se ne deduce 

dx 

-t: = ; ovvero (p'{z) = 

come equazione di condizione. 

Eccone un esempio semplicissimo. Nel semicircolo AmB 
( Fig. 7. ) inscrivere il massimo triangolo. Si tirino le due 
corde Am, mB, e sia AB :=. 2a. Se si prende per variabile 
r ordinata Pm = i/, V area del triangolo AmB ^= V ^ 

V=i ay 
Stando alla regola generale si dovrebbe avere 



dV 
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che ò impossibile. Sia AP ^ ^r, e prendiamo x per varia- 
bile, sarà allora 

dV dy \dy 

rf^=«dS = 0; ossia '^ = 

Ma dall' equazione del circolo y^ i= 2ax — x^ si cava 

dy a — X 



Dunque sarà 



dx y 



a — X 

1-=" 



ossia 



07 = a, ed y = a 

Tale è il valore di x o Ai y che rende massimo il trian- 
golo AmB. 

Se uguagliando a zero la derivata, la variabile risulta 
anche zero, e la funzione è capace di valore massimo o 
minimo, si ricorrerà allo stesso artificio. Più notevole h. il 
seguente caso. Io suppongo che 

7= a -I" b{x — e)*" 

sia una di tali funzioni. La coppia delle funzioni coniu- 
gate sarà 

Cassando i termini comuni ad entrambi i membri, e svol- 
gendo il secondo, avremo 
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Donde 

che si può mettere sotto la forma 

/ x>-i/ì ^-1 ^ {m-l)(m-2) h' \ 

(^-^) V •*- 1 . 2(a.-c) ^ 1.2.3 (^-,f -^-V"-'^^ 

La quale si decompone in due fattori, e può essere o 

ovvero 

m—\ h (m— l)(m — 2) A* 

' "^ "~Ì (^==c) "*■ 1.2. 3 (ir — e)' -^ • = ^ 

Giusta la condizione stabilita, le due funzioni s' identificano 
in una sola, ed attingono il loro valore massimo o minimo, 
facendo /i =:0. Ma allora il secondo fattore diventa 1 =i 0, 
che è assurdo. In questo caso la soluzione vien data dal 
primo fattore, da cui si cava rr = e. In virtù di questo 
valore, il secondo fattore, facendo Ti =: 0, assume la forma 
indeterminata 



che per s?^ stossa non è assurda. 

Se r esponente m fosse frazionario T ultima equazione 
non decomposta in fattori, sarebbe 

1 / m—\ h (m— l)(m— 2) ft' \_ 

(^— r)'-'"V"*"l . 2(ci^-c)'^ 1.2.3 (.r— r)*^"7"' 
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È evidente che nessuno di questi due fattori si può faro 
uguale a zero, perchè il secondo per A = darebbe come 
sopra r equazione assurda 1 := ; e dal primo non si po- 
trebbe cavare il valore di x che rende massimo o minimo 
quello della funzione. Per sapere, in tali casi, senza uscire 
dalla regola generale, quale è il valore di a?, bisogna mo- 

V 
dificare la forma della precedente equazione. Sia m = — : 

si ha allora 

.^/, rn-l h (m-l)(m-2) ft« \ 



Questa equazione sussiste moltiplicandola per {x — cy-^; 
si ha quindi 

/ m — 1 h (m — l)(m — 2) k^ \ 

(a^_c)[l-HY72^^=^)^ 1.2.3 (or-r)*"^ "7 = " 

Uguagliando a zero il primo fattore, si trova x=^c. 

Segue da ciò che ogni qualvolta la funzione contiene 
termini frazionari, per uguagliare a zero la sua de- 
rivata, bisogna, prima o dopo la differenziazione, me- 
diante la elevazione a potenza, fare scomparire i de- 
nominatori de' termini frazionari. Si consegue lo stesso 
risultato, uguagliando all'infinito la derivata; ma a noi 
sembra pili conveniente, mediante V artificio indicato, non 
uscire dalla regola generale. 

Non crediamo necessario di dover qui esporre che il 
criterio per conoscere quando la funzione ò massima o 
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minima consiste nel segno della prima derivata d' ordine 
pari che non si annienta. Passeremo perciò ad investi- 
gare la natura delle funzioni che sono capaci di assu- 
mere tali valori. Siano AX, AY due assi rettangolari, ed 
AL ( Fig. 8. ) una retta che passa per V origine. Poniamo 
AQ=:x^ QK=zy^ e sia V il volume del cono retto che 
il triangolo AKQ genera rotando intorno air asse di x. 
Si ha 

IT ^ 
Vm — 1/V 

In questa equazione x ed y sono le coordinate della retta 
al punto Kf ed il loro rapporto è definito dall' equazione 
di questa retta, poniamo, y = ex. Se dall' espressione del 
volume del cono noi eliminiamo y mediante T equazione 
della retta, è chiaro che la funzione V perde tutto ciò che 
contiene d' indeterminato e di generico, e prende la forma 
aifatto individuale 

V=Yc'x' 

giacché la prima espressione è quella del volume del cono, 
considerato in ispecie, non essendo in essa compresa T in- 
cUnazione della retta AL all'asse di x; mentre nella se- 
conda, coir introduzione del parametro e si determina tale 
inclinazione; e quindi la forma del cono. Segue da ciò che 
il volume di questo cono può variare di valore, ma non 
di forma. Or supponiamo che si elimini y, non già mediante 
r equazione della retta, ma per mezzo dell' equazione di 
una curva jy* = /(^•), allora V equazione 
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esprime il volume d' un cono doppiamente variabile, di 
valore cioè e di forma; giacché il punto K{x^y) essendo 
costretto di trovarsi sopra la curva 3/* = f(cic), la retta AL, 
non conserva più inclinazione costante. Le funzioni che 
variano di valore e di forma sono più indeterminate di 
quelle chQ variano soltanto di valore; per distinguerle, 
chiameremo le prime ftinzioni indeterminate, e le seconde 
le dinoteremo col nome semplice di funzioni, di funzioni 
determinate. 

Egli è facile di vedere che solamente le funzioni inde- 
terminate sono capaci di assumere valori massimi mi- 
nimi secondo il significato stabilito; imperocché quando la 
funzione non cangia la sua forma, l'equazione 

delle funzioni coniugate non può aver luogo tra i valori 
estremi della variabile; ma quando la funzione é indeter- 
minata, la precedente equazione esprime 1' uguaglianza di 
due distinte funzioni, aventi uguali valori, e diverea forma; 
e nulla vieta dì concepire che l'ascissa ed i parametri 
della prima si combinano coi parametri e coir ascissa della 
seconda in modo, che abbia luogo la loro uguaglianza. Per 
concretare le idee, supponiamo che y^ = f{x) sia l' equa- 
zione del semicircolo AmB, Indicando con a il raggio di 
questa curva, si ha y^i=^2aa' — .r*; quindi 
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V— ^{2ax^ — .7'') 

Tutti i coni che esprime questa equazione sono inscritti 
nella sfera, che penerà rotando intorno ad AB il semicir- 
colo AmB, Quando ^r = 0, la retta AL coincide coli' asse 
AT, e la funzione V è nulla. Facendo rotare la retta AL 
intorno al punto A, il punto K percorre la semicirconfe- 
renza AKmhB, ed x prende diversi valori; e quando AL 
coincide coir asse AX, x è uguale al diametro 2a, e la fun- 
zione V è anche nulla. I due valori estremi della funzione, 
corrispondenti a quelli della variabile ir=rO, rr = 2a, 
sono dunque V=:0, V=ò. Fra questi valori estremi ci 
è un massimo, che trovato colla redola stabilita, corri- 

sponde ad xz=:~. Sia AP questo valore: tirata l'ordi- 
nata Pm, e la corda Am, il massimo cono inscritto nella 
sfera sarà quello che genera il trianp^olo rettanprolo AraP^ 
e tutti gli altri coni generati dai triangoli AX Q, AhR ecc., 
sia che il punto K si trovi nell' arco A/w, sia nell' arco m5, 
saranno minori. Indichi f(x) il volume del cono che ge- 
nera AKQ^ f(x -^ h) quello che genera AhR\ è evidente 
che questi due volumi possono essere uguali; stando a 
questa ipotesi, la quantità h è QR. Si vede allora che fa- 
cendo crescere x od AQ, QR od h deve diminuire, ed il 
punto R si accosta al punto P; e quando AQ diventa AP^ 
il . punto R coincide col punto P, e si ha Ti = 0. Conti- 
nuando ir od AQ a crescere oltre il punto P, R si trova 
dalla parte opposta dolio stosso punto, od K che f^ sompro 
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QR, ha valore negativo: e quando il punto Q coinciderà 
col punto B, il punto R si troverà in A; nel qual caso 
sarà /i = — 2a. Questo stesso risultato vien dato dal cal- 
colo. Poniamo infatti 

y (2007* — xi') — ^{2a(x^ hy — (x -^ hf) 

Cassando il fattore comune, sviluppando e riducendo si trova 

4ax — 3x^-¥'h{2a—3cr) — h^ = 

Aa 
Facendo A = 0, si ha a? = ^. Se si attribuisce ad x un 

4a 
valore minore di -q- , si trova per h un valore positivo; ma 

Aa 
se si fa X maggiore di -o- , si trova per h un valore nega- 
tivo; e facendo a? = 2a, nel qual caso il punto Q coincide 
con il punto B^ si ha riducendo 

Donde 

h=—2a 

come risulta dall' analisi puramente logica del coi^so di 
QR ò\ h 

Non è mai superflua la cura che si pone nel determi- 
nare que' concotti che sono di fondamento e di lume ai 
calcoli. Prendiamo, come esempio, la lunghezza Pm =: y^ 
sopra una retta indefinita PY (Fig. 9.); e rapportiamola 
a coordinate polari Orn ^=- /?, mOP =L(p, essendo il polo, 
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e OP r asse palare. In questo sistema di coordinate OP = e 
è costante, ed è il parametro che determina la situazione 
della retta PY rispetto al polo. E però nell'equazione 

y=^c tang (p 
la funzione y può variare soltanto di valore da zero all' in- 

*JC ITT 

finito, facendo variare (p da zero a -g"? indicando con -g- 

r angolo retto. La finzione diventa indeterminata elimi- 
nando il parametro e, ed esprimendo y in funzione di R 
e <jJ, vale a dire, poniendo y=^R sen (fi. Questa equazione 
non contiene parametri, e la situazione di P F può essere 
qualunque. Ma altra cosa è non contenere parametri, altra 
cosa ò contenere parametri variabili. Il parametro e della 
funzione y diventa variabile, qualora noi assoggettiamo 
il punto m a trovarsi sopra una curva R = f{(p). Sia, come 
sopra, questa curva, il semicircolo AnB, descritto pren- 
dendo per centro, e Om per raggio; allora i? è co- 
stante, e si ha 

y =iR sen (fi 

In tal caso si vede che il parametro OP diventa variabile 
insiem con (p, e l' equazione delle funzioni coniugate, 

R sen (p= R sen {(p -^e) 

o più semplicemente 

sen (p = sen ((p -^ d) 

ha sempre luogo. Supposta On perpendicolare ad AB, V an- 
golo e ^ evidentemente il doppio dell' angolo mOn. Cosi 
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le due tunziorii coniuj^ate sono le due ordinate upmalmento 
distanti dal raggio On. Facendo quindi ^^=0, le due Ain- 
zioni si identificano con On, ed attingono il loro massimo 
valore. Facendo decrescere (fi fino a zero, d cresce fino 
a ir; e a questo valore estremo della variabile, le due 
funzioni coniugate sono entrambi zero. Se invece si fa 
crescere (fi fino a jt, ^ diventa — i^, e le due funzioni 
sono anche zero. 

Diamo ora l' esempio di una funzione minima, e sia il vo- 
lume d'un cono circonscritto ad una sfera. Se AmB (Fig. 10) 
ft il semicircolo che genera la sfera, elevata dall' estremità 
B del diametro AB^=i2a la perpendicolare indefinita 5À^, 
e tirate le tangenti EnV T,' Dm T, Hni" T," ai punti m', m, 7n" 
della circonferenza, i coni circonscritti alla sfera sono quelli 
che generano i triangoli rettangoli ET'B, DTB, HT"B ecc. 
rotando intorno al diametro BA, prolungato indefinitiva- 
mente al di là di A. Prendendo per origine delle coordi- 
nate il punto A, r espressione generale del volume di que- 
sti coni è 

wa^ {2a — xy 



V— 



3 ax — 07* 



e r equazione delle funzioni coniugate, sarà, prescindendo 
dal fattore comune 

(2a — rr)* (2a — a? — A)* 



CLX 07* a(07-H/t) (a7-H/i)* 

Se si cava colla regola ordinaria il valore di x che rende 

2a 
la funzione un minimo, e che ^ /r=— o sì sostituisco 
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nella precedente equazione, si trova, fatta la riduzione 

/i=^0, che è il valore che deve avere questa variabile 

affinchè le due funzioni coniugate divengano identiche. 

2a 
Sia Dm T la tangente che corrisponde al valore a? ^ -q- ; 

facendo rotare questa retta in sensi contrarii al primo 
quadrante Or?, in guisa che sia sempre tangente air arco 
circolare ne' punti m", m' ecc., si avranno le altre ipote- 
nuse de' triangoli rettangoli che colla loro rotazione gene- 
rano coni maggiori di quello che fornisce il triangolo TDB, 

2a 
Se a partire dal punto P, per il quale si ha a? = -o- , 

ed h = Oy si fa decrescere a?, h cresce; e per una funzione 
il punto m si accosta ad A, e per l'altra, ad n. Questi 
due punti non si possono oltrepassare senza spezzare la 
continuità delle funzioni; e quando x si fa zero, sarà 
h=AO^=:a. In questo caso una tangente s' immedesima 
coir asse di y, e 1' altra è parallela all' asse di x; e le due 
funzioni diventano infinite. Se invece a partire dal valore 
X = AP, si fa crescere x, h cangia segno; e quando x = a 
sarà /i = — a; ed anche in questo caso le due ftinzioni 
diventano infinite. I valori estremi della variabile sono 
dunque a? = 0; x = a; fra questi valori estremi è com- 
preso quello minimo della funzione. 

Dalla teorica che abbiamo esposta segue che affinchè 
una funzione sia capace di massimo o di minimo, dev' es- 
sere soddisfatta, l' equazione 

f{x) = f(.r^h) 
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conservando h un valore reale, positivo o negativo, com- 
preso fra i valori estremi che la variabile comportai Quindi 
se h risulta zero, od immaginaria, ovvero per un valore 
estremo di a?, essa prende un valore, positivo o negativo, 
maggiore di quello che x comporta, la funzione non è in- 
determinata, vale a dire, non è capace di massimo o di 
minimo secondo il significato stabilito. Sia ad esempio 

Poniamo 



a-¥-b{cc — e)"** = a -^ b {x -¥- h — e)*?* 

Cassando i due termini uguali, ed il fattore comune, abbiamo 

(x — c)'"= {x -H h — e)"» 

Se r esponente m, intero o fratto, non ammette radice 
negativa, si ha 

X — c^=^x -t- h — e 

Donde /i = 0. In questo caso la funzione è incapace di 
massimo ó di minimo della specie che consideriamo. Ma 
se r esponente m ammette radice negativa, si avrà 

X — c = — (a?-HA — e) 
e quindi 

h — 2(c — x) 

Questo valore òì h h reale, e la funzione può assumere 
un valore massimo e minimo; non è però della natura di 
quelli di cui ora trattiamo. 
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Sia 



'7€ 



il volume d' un segmento sferico, Y origine essendo alla 
estremità del diametro 2a. Avremo, prescindendo dal fat- 
tore comune 

*òcix^ — x^ ^=i'òa{x H- /i)* — (x -¥- hf 

Dando ad x un valore estremo x-=iO, si trovano per h 
due valori /i = 0, e /ir=:3a. Se invece si fa a7rz:2a, si 
hanno per h altri due valori, che sono/i==:0; A=:^ — \^(^, 
Ora, il valore /i = è la stessa condizione del massimo o 
del minimo; ma per le funzioni indeterminate, questa con- 
dizione non può aver luogo ai valori estremi della va- 
riabile. Il secondo valore di h, non badando al segno, 
sorpassa il maggior valore che la variabile comporta. 
Dunque il volume d' un segmento sferico non può avere 
un valore massimo o minimo della specie di quelli che 
consideriamo. Tuttavia dobbiamo osservare che prescin- 
dendo dal significato concreto di questa funzione, e trat- 
tandola colla regola che qui appresso stabiliremo, essa 
risulta indeterminata; ma allora non rappresenta il volume 
d' un segmento sferico, sibbene un' altra funzione. 

Inoltre ò necessario che il valore della variabile che 
si cava dalla derivata uguagliata a zero, sostituito nella 
funziono, non faccia i)rcndcre a questa un valore nega- 



58 CAPITOLO SECONDO 

tivo ; perchè la quantità nepativa non è paraponabile con 
quantità positive. Sia ad esempio, 

La base del sistema essendo il noto numero e^ si ha 

dV 



dx 



= 1 -h» Ioga? 



Uguagliando a zero questa derivata, avremo Ioga? =: — 1, 

1 
ed a: ==: — . La funzione che dovrebbe essere minima sarebbe 

1 

Ma questo valore non può essere un minimo ; perchè infatti 

1 
ponendo a? =z — , si trova 

2 

V=--^ 



che è un valore più piccolo del precedente. 
In conferma di che, sia quest'altro esempio 

Vz=z2ax 4- ir* 

Differenziando ed uguagliando a zero la derivata si ha 

a -Ha? = 
La funzione che dovrebbe essere minima sarebbe 

che è imi)ossibile. E di fatti si vede che la ftinzione V b 
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il quadrato dell' ordinata dell' iperbole equilatera; la quale 
ordinata è incapace di massimo e di minimo. 

Negli esempi che abbiamo addotti, le funzioni indeter- 
minate sono state scelte tra quelle che hanno un solo 
massimo, od un solo minimo: diamo ora Y esempio di una 
funzione capace d'una serie indefinita di tali valori, gli 
uni sempre maggiori di quelli che li precedono o li se- 
guono. Sia 

l'area d'un triangolo rettangolo. In coordinate polari 
diventa, supponendo R il raggio vettore, e (fi V angolo 
che il raggio fa coli' asse polare, 

V^=-2 R^ seiKfi cos(fi 

Per rendere questa funzione indeterminata, bisogna che 
R sia il raggio vettore di una curva, atta a far prendere 
alla funzione V un valore massimo o minimo. Sia la spi- 
rale di Archimede, data dall'equazione R^zcKfi, avremo 

a* 
Vziz-^ (fi seiKfi cos(fi 

La condizione del massimo sarà 

(fi -+- tang 27) — 

Ora, questa funzione di novanta in novanta gradi prende 
una serie indefinita di valori massimi, che si alternano 
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di segni; e T ultimo, prescindendo dal segno, l" maggiore 
di quello che lo precede. Le curve polari sono le meglio 
adatte a mostrare la successione indefinita de' valori mas- 
simi e minimi, che una funzione può prendere. Ma si può 
da ciò dedurre che il massimo non sia il più grande, ed il 
minimo non sia il più piccolo valore che una funzione può 
avere? No di certo; perchè il corso delle variazioni a cui 
la funzione va soggetta si deve sempre intendere com- 
preso fra quelli che non oltrepassano i valori estremi 
della variabile. Così neir esempio addotto, questi valori 
sono compresi nello spazio di novanta gradi, a cominciare 

da (p = 0, ovvero da cfi^z-^- ^ m essendo un numero 

intero, e -w uguale a novanta gradi, fino a 7)== ^, ovvero 

(m -^ l)^ 

fino a (p~— ^ . Se non si precisa in tal modo il 

*^ 

concetto di massimo e di minimo, non si può evitare di 
cadere nel vago e nell' indeterminato. 

Segue da ciò che precede, che un valore massimo di 
una funzione indeterminata inchiudc necessariamente due 
valori minimi della stessa funzione; ed un valore minimo 
importa due valori massimi. Spesso i due minimi sono 
entrambi zero; ed i due massimi, entrambi infiniti; ma 
accade anche non rare volte, speciahnente quando il mas- 
simo od il minimo che si cerca è soggetto ad una con- 
dizione, che il minimo ha per correlativi uno de' massimi 
infinito, e Y altro finito; e similmente ad un massimo pos- 
sono corrisponderò duo minimi, uno zero o V altro finito. 
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Stante ciò, la variabile delle funzioni indeterminate deve 
necessariamente avere tre valori distinti, due estremi ed 
uno intermedio, tutti e tre compresi nello stesso periodo 
d' incrementi successivi, vale a dire, che nessuno di questi 
valori deve far cangiare il segno della funzione; perchè 
non ci è rapporto di grandezza tra quantità positive e quan- 
tità negative, né continuità nelle variazioni della funzione 
che muta segno. Egli è chiaro inoltre che se non si cono- 
scono i valori estremi della variabile si corre pericolo, come 
se ne hanno moltissimi esempi ne' trattati di calcolò, di pren- 
dere per massimo o per minimo quel che non è se non 
un valore della funzione che corrisponde ad uno de' valori 
estremi della variabile; mentre il vero massimo od il vero 
minimo è quello dato dal valore intermedio. Resta perciò da 
risolvere la quistione: Come si trovano i valori estremi 
della variabile? La risposta non è difficile. Spesse volte i 
tre valori della variabile si contengono come fattori nella 
derivata; si decomporrà quindi questa^ e si uguaglierà a 
zero ciascun fattore separatamente : senonchè se qual- 
cuno di tali fattori è frazionario, conviene esaminare se 
non debba uguagliarsi all' infinito, come si fa in alcuni casi 
per la stessa derivata. Se poi nella derivata non ci sono 
i tre fattori, e né anche due, allora gli altri valori della 
variabile si troveranno uguagliando a zero la funzione 
primitiva, ed indi decomponendola in fattori, e ugua- 
gliando ciascuno a zero. Ciò è lecito, poiché sia infatti 
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La ricerca del valore particolare della variabile che 
rende massima o minima la funzione non resta alte- 
rata, elevando la funzione ad una potenza m qualunque. 
Facciamo perciò 

Si ha differenziando, ed uguagliando a zero la derivata 

ossia piti semplicemente 

fix)r{x)=.0 

Il primo membro si compone di due fattori, ed oltre 
f'(x) -^ 0, può essere an<^he f{x) zrz 0. Queste due equa- 
zioni contengono necessariamente i tre valori della varia- 
bile; poiché è manifesto che in f\x) non ci potrebbe 
essere Xy se i termini che sono in f(x) non contenes- 
sero X elevata almeno alla seconda potenza. Quando la 
necessità richiede che gli altri valori di x si cavino da 
/'(a7) = 0, può darsi che x assuma un valore negativo, 
incompatibile colle condizioni del problema: in questo caso 
il vero valore è a?=:0; poiché è chiaro che x non può 
diventar negativo senza passare per zero. Queste poche 
avvertenze risolvono la quistione proposta ; ma ne' casi 
particolari per assicurarsi, quando se ne ha qualche dubbio, 
che i valori estremi della variabile così trovati siano quelli 
che soddisfano ai due massimi od ai due minimi correla- 
tivi, se ne farà la prova, sostituendo successivamente 
neir equazione di condizione 
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ad X i suoi valori estremi: se h assume sempre lo stesso 
valore, con segni contrari, ed uguale alla differenza de' due 
valori estremi di a?, si è certo che non si è sbagliato. Que- 
sta prova riesce più spedita facendo uso deir equazione 
f{x)z=r.f{X'*'h). Così siano a? = a il più piccolo valore 
estremo ; e a? = e il più grande ; ponendo nella precedente 
equazione prima a, e poi e, dalle due equazioni 

f(a)^r(a^h); e f(c)=f(c^h) 

oltre di hzjnO^ si deve dedurre dalla prima, /t = e — a, e 
dalla seconda, A=a — e; e se ciò non ha luogo, la funzione 
non è indeterminata. Se la funzione contenesse termini 
frazionari, il valore reale di h potrebbe essere infinito. Queste 
regole generali saranno illustrate cogli esempi che seguono. 

I. Di tutti i coni retti che hanno lo stesso lato, tro- 
vare quelli i cui volumi sono massimo e yninimi. 

Siano a il lato dato, x V altezza, y il raggio del circolo 
base, e F il volume d' un cono. Si hanno le due equazioni 



ITT 

Vziz — y^x ; a* r-r ir* -4- j/' 



e però 



V — ^{a^x — x^) 



Quindi 



a* — 30?* — 
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So no deduco 

a 



11 valore negativo di x non può soddisfare ad uno dei 
valori estremi della variabile, e quello positivo è il valore 
intermedio che rende massimo il volume. In questo caso 
i valori estremi della variabile si trovano uguagliando a 
zero la funzione: si ha così 

x{a^ — x'') — {) 

che si decompone in due fattori 

x^z.Q; a* — ^* =1: 

Si cava dal secondo a7 = a. Tali sono i tre valori della 
variabile: i due ultimi annientano la funzione ; ed entrambi 
zero sono in questo caso i minimi estremi, fra cui inter- 
cede il massimo. 

IL La retta mn (Fig. 11.) si suppone mobile in- 
torno al punto Oy dato di posizione nelV angolo retto 
YAX: di tutti i coni che genera il triangolo mAn ro- 
tando intorno ali* asse di x^ trovare quale é il minimo, 
e quali sono i massimi. 

Si abbassi la perpendicolare OjB, e siano AB=ia; OB = ft; 

b{a -^x) 
Bn = 07, sarà Am = . Il volume del cono ò 

' X 



"TV 6* (a -H X )■ 
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Si trova 

x\ ~ x^ —^ 
ossia riducendo e cassando i fattori multipli di s^ stessi 

(x-^a^ix — 2a) 

X 

I tre valori di x sono — = ; a-^x-zO: x — 2a = 0, 

ossia a?=cx); a? = — a; x:=2a. Ora, x non può diven- 
tare negativo senza passare per zero, e quando ciò ha 
luogo la retta mn diventa parallela all'asse di y, e la 
funzione cessa di essere continua. Dunque i tre valori di x 
sono x:^.-zoo; x=zO; x=:2a. I primi due sono i valori 
estremi che rendono infinita la funzione; il terzo è il valore 
intermedio che la rende minima. 

III. La capacità di un vaso cilindrico è data: tro- 
vare quali dimensioni bisogna dare al vaso, affinchè 
la superficie interna sia minima. 

Siano y il raggio del circolo base, x l'altezza, a la 
capacità data, e 7 la superficie interna; si ha 

a = ^y^x; V z— 2^yx h- iti/* 
Quindi 

2a 



Si trova 



a 

ir ^ 
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ossia 

-^ = 

y 

In questa equazione abbiamo due soli fattori 



- = 0; ^y^-a = 



e quindi due soli valori della variabile i/= oo; 1/ = V/-— . 

Il terzo valore di y si prenderà uguagliando a zero la 
funzione primitiva: ma da 

2a 



ossia da 

2a -K ^y^ 



r-0 



y 

1 
si trovano per y due valori, uno de' quali — = è iden- 

y 

tico al precedente; e V altro è negativo. Bisogna quindi 
prendere y = 0. Così t/ =:r e t/ = 00 sono i valori estremi 



della variabile; e 1/ = V/— è il valore intermedio. I primi 

due rendono infinita la funzione; il terzo, un minimo. 

IV. Di tutti i triangoli che hanno la stessa base e 
lo stesso perimetf^o trovare quelli che hanno la massima 
e le minime superficie. 

Siano a la base comune, 2m il perimetro, ce uno dei 
lati ignoti, r altro sarà 2m — a — x. La superficie di un 
triangolo è, come si sa. 
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V=:\7n(m — a){m — a?) (a n-a? — m) 
ovvero, elevando entrambi i membri al quadrato 

V^=rm{m — a) {m — x) (a -^ x — m) 

Si trova 

2m — a — 207 = 

Questa equazione ci dà un solo valore della variabile, cioè 

a 
x--m — "K" 

Gli altri due li troveremo uguagliando a zero la ftinzione 
primitiva. Porremo perciò 

m{m — a) (ni — x)(a -^ x — m) = 
ossia 

(m — x) (a -^ X — m) 7ZZ 

La quale si decompone in due fattori 

m — x^r:0;a-^x — m=:0 

Gli altri due valori di x sono dunque 

x^zm; xzrzm — a 

Questi sono i valori estremi, a cui rispondono due minimi, 
ciascuno de' quali è zero; e al primo risponde il massimo. 

V. Di tutti i cilindri inscritti in un cono retto , 
trovare quelli i cui voìumi sono massimo e minimi. 

Sia ACB ( Fig. 12. ) il triangolo rettangolo, che rotando 
intorno ad AB genera il cono; e PmKB un rettangolo 



6S 
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qualunque che genera il cilindro. Siano AB:=a; BCz=:b; 
APz=zx; sarà, giacché i due triangoli CBA, ìnPA sono simili, 



bx 

Pm = — 
a 



Ed il volume del cilindro viene ad essere 






Colla regola stabilita, le due equazioni di condizione sono 

2ax — 307^ =: 0; ax^ — a?' =: 



ovvero 



x(2a — 3a7)=iO; x{a — .t)z=:0 



I tre valori di x sono 



ìtiz-O; xz=ia\ x=z 



Za 



I primi due annientano la funzione; sono i due valori 
estremi a cui rispondono due minimi, ciascun de' quali è 
zero; il terzo fornisce il massimo. 

VI. Fra tutti i settori sferici di dato volume^ tro- 
vare quelli le cui superficie totali sono la minima e 
le massime. 

Siano V la superficie totale d' un settore sferico, il cui 

raggio h R, X Y altezza della zona che gli serve di base, e 

4 

TT ^a^ il volume dato, si hanno lo due equazioni 
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2a 



0^r«3 






(-Vl-^) 



R 



R 



Facendo a^r\, e 
pili semplice 



2^ 



f/, la seconda prende la forma 



U- 



_2*V 



i?»— 1 



R 



Differenziando, riducendo al secondo membro, ed uprua- 
gliando a zero la derivata, abbiamo 



2-t- Jg»— 4 Vip — 1 
2/2» Vi? — 1 



— 



/■ 



che cassando il denominatore 2i? \ i?* — 1, e messa sotto 
la forma 

-^ (2-HÌ2» — 4V^ — 1)=0 



si decompone in due fattori 



-^ = 0; 2-HÌ2» — 4Vr*— 1=0 



Risolvendo la seconda equazione si trovano per R due valori 



3 3 

R-\l2: R-~\l 



10 
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Il terzo valore di R si cava dalla prima, ed ^ i?^-oo. 
Questo valore rende infinita la funzione; dunque esso è 
uno de' valori estremi della variabile. U altro valore estremo 

3/ — 

^ i2 r-: Y 2 , e la funzione U viene ad essere 



Questo valore 6 un massimo, come valore estremo, e non 
già come valore intermedio. Finalmente il terzo valore 
di R rende un minimo la funzione. Questo minimo è il 
vero e proprio oggetto della ricerca. 

Vogliamo qui fare un'osservazione. Considerando l'equa- 
zione 



(^*Vf-') 



R 

si vede che facendo /? m a la funzione V è più piccola di 

quella che dà il calcolo facendo i?:::=a ylO. Se ne può 
dedurre che il minimo non sia il più piccolo fra tutti i va- 
lori possibili della funzione, o che la regola generale cada 
in difetto? Né 1' una, né l'altra conseguenza sono legit- 
time. Per convincersene, si seguono le variazioni della 
funzione a cominciare dal valore estremo della variabile 
/?— - oo. Per questo valore, la funzione è infinita anch'essa. 
Come R diminuisce, anche la funzione va decrescendo, ed 

attinge il valore minimo quando si fa R^=r a\l \0, Conti- 
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nuando R a decrescere, la funzione cresce; ma questo 

incremento si arresta ad i? =: a y 2 ; imperocché, a comin- 
ciare da questo valore, diminuendo R fino ad Rzmay la 
funzione decresce sempre. È evidente che R non può essere 
più piccolo di a, che allora il radicale diventerebbe imma- 
ginario. Dunque da /? = oo fino ad /2 = a, vi sono due 
periodi nelle variazioni della funzione: il primo è compreso 

3 3^ 

fra /? =r oo fino ad 72 = a\l2 ; e il secondo, fra R = a\J 2 
fino ad R:::za. Il minimo si trova nel primo periodo so- 
lamente. 

Avvi un' altra classe di massimi e di minimi alquanto 
diversi dai precedenti, e che ora considereremo. Sia 

V r= f(x) 

una funzione semplice, cioè non indeterminata, e suppo- 
niamo che al valore estremo x = a ella abbia il più pic- 
colo valore; e che indi vada sempre crescendo con x fino 
a che questa non raggiunga Y altro suo valore estremo 
a? = 6, che la natura della curva, da cui la funzione 
dipende, comporta. I due valori 7= /"(a) e V=:f{b) si 
dicono anche il primo minimo, ed il secondo massimo. 
E evidente che in questa accettazione il massimo è rela- 
tivo ad un solo minimo, ed il minimo è relativo ad un 
solo massimo. Tutte le funzioni semplici sono capaci di 
questa specie di valori, uno massimo e V altro minimo ; 
senonchè per una specie di convenzione non si chiamano 
con questi nomi i valori estremi di una funzione che sono 
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r uno zero e l' altro infinito, per la ragione che lo zero 
e r infinito non sono quantità. Per la stessa ragione non 
prendono questi nomi que' valori estremi di una funzione, 
che sono 1' uno zero e V altro una grandezza finita; ovvero, 
r uno è una grandezza finita, e Y altro è infinita. Sicché 
questa classe di massimi e di minimi è ristretta a quelle 
funzioni, i cui valori estremi sono entrambi grandezze 
finite. Ma questa è una semplice convenzione circa T esten- 
sione che si vuole attribuire ai vocaboli massimo e minimo, 
e niente altro; né noi ad essa resteremo sempre fedeli, 
parendoci che i concetti di massimo e di minimo siano 
megho determinati considerando lo zero come un minimo, 
e r infinito come un massimo, benché né V uno né T altro 
siano quantità. 

Il processo con cui si determinano i due valori della 
variabile, in virtù di cui la funzione assume i valori mas- 
simo e minimo, é lo stesso di quello che abbiamo esposto 
per le funzioni indeterminate. Sia infatti V= f{x) una 
funzione qualunque semplice. Nulla vieta di concepire che 
ci sia un'altra ftinzione Tr=^(a7H-A), h essendo una 
funzione di x, uguale alla precedente. Ma ponendo 

bisogna concepire ar-^h come una quantità maggiore o 
minore dei valori estremi della variabile; stanteché tra 
questi valori non ci possono essere due uguali valori della 
funzione, eccetto il solo caso che x ed x -*- h non siano 
uguali e di segni contrarli. Stando a questa ipotesi, W é 
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una funzione dipendente da V. Svolgendo in serie il se- 
condo membro si ha 

f(x) r-_ f{x) H- r(x)h H- r{00 -H 8h) \ 



o iKjro 



h 



Con questa equazione si determina h come funzione di a\ 
Ora, per la natura di questa coppia di funzioni, crescendo a?, 
anche h deve crescere; e similmente facendo decrescere .t, 
h deve diminuire; sicché le due funzioni raggiungono con- 
temporaneamente il loro massimo o minimo valore. Dun- 
que ponendo h --= 0, ossia f'{x) -zn. 0, il valore di x che si 
ottiene ò necessariamente, stando alla regola generale, 
uno de' valori estremi che rende minima la funzione. L' al- 
tro valore di x si ricaverà o dalla stessa f'(x) zzn ; ov- 
vero da f{x) =z 0, salvo che la natura della funzione non 
richiegga che si ponga f'(x) -- oo ; od anche f(x) =z oo, 
come spesso è necessario, quando la data funzione contiene 
termini frazionari. 

Diamo ora qualche esempio. Il volume d'un segmento 
sferico è ' 

V—^(3ax^ — x'') 

Si trova uguagliando a zero la derivata, 

x(2a — ir)=T.() 
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I due valori della variabile sono .n~0; e x=:z2a. Al 
primo corrisponde un minimo uguale a zero ; e al secondo, 
un massimo Anito. Sia 

z* = a* -t- R* — 2ax 

In questa equazione 2 è la distanza mn da un punto 
dato n (Fig. 13.) ai diversi punti sulla circonferenza di 
Un circolo, il cui centro è 0, ed i2 il raggio; a è la di- 
stanza On, ed 07 è r ascissa OP. Siccome la derivata di 
questa funzione non si può fare uguale a zero, si cangerà 
la variabile. Supponendo l'angolo mOn=:(py si ha 

z* = a^-^R^ — 2aRcos(p 

Si trova, uguagliando a zero la derivata, sen <^ = 0, da cui 
si deducono i due valori estremi della variabile, cioè <?^ = 0, 
e (/):== IT. Dunque i due valori massimo e minimo della 
funzione sono 

zzi^a-^R; zr=^a — R 

Risulta da ciò che precede, che quando la funzione è in- 
determinata, il massimo è relativo a due minimi; ed il 
minimo a due massimi; e la variabile ha tre valori par- 
ticolari, uno intermedio, e due estremi. Quando invece la 
funzione è semplice, il massimo è relativo ad un solo mi- 
nimo, e vicendevolmente; e la variabile assume due va- 
lori particolari, che sono i suoi valori estremi. Così deter- 
minati i concetti di massimo e di minimo ò facile sapere 
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di che natura sia una funzione; e quali sono i massimi 
ed. i minimi di cui ft capace. Eccone qualche esempio. Sia 

F=a -i-/r' — 75.r 
Si trova 

3(07* — 25)= 

Da questa equazione si ricavano due valori di .r, che sono 
.77 ="5; 07 = — 5; quindi la loro differenza è d: 10. La 
ftinzione ft semplice od indeterminata? Sostituendo nella 
equazione 

r{x)^f{x^h) 

primo un valore, e poi V altro di a?, si trovano per h due 
valori che sono ^ = 0; /i^^lS; e ArrrO, h-=^. — TS. Il 
valore A = è la condizione del massimo e del minimo; 
ed il valore ^ = :±: 15 è maggiore della differenza de' due 
valori di x; dunque la funzione V è semplice. Al valore 
negativo di x corrisponde il massimo, e al positivo il mi- 
nimo. Ciò, nella supposizione che a sia tale, che la fun- 
zione non divenga negativa. Sia 



x^ — lx^() 
^~ a?— 10 



Trattando questa funzione colla regola ordinaria del cal- 
colo differenziale si trova che per a? =: 4 la funzione è mas- 
sima; e per x^-z\(^ h minima. Il valore massimo della 



76 «.'APITOLO SECONDO 

funzione ft 7=1; ed il minimo, 7=25. Qui abbiamo 
uno di que' famosi minimi maggiori de' massimi. Colle 
nostre regole abbiamo, differenziando e riducendo, 

dV x^ — ZOx-^.ei 
dx ~ (ir— 10)* 

La forma di questa derivata è tale che si può porre 
sia uguale a zero, sia uguale all' infinito. Nella prima ipo- 
tesi si trovano per x due valori, che sono 07 = 4; e 
07=16. Nella seconda ipotesi abbiamo a?=:10. Questa 
seconda ipotesi è connessa colla prima, perchè x non può 
assumere il valore 16 senza che prima sia 10. Ma facendo 
7:=: 0, si trovano per x altri due valori che sono xzzzl; 
07 =: 6. Questa moltiplicità di valori della variabile indica 
diversi periodi nella ftinzione , che sono : 1 .** da a? =: 1 
fino ad a? =: 6 avvi il valore intermedio ir =: 4, per cui la 
ftinzione è un massimo, relativo a due minimi, ciascuno 
de' quali è zero. La funzione, in questo primo periodo, è 
indeterminata, come è facile verificare, sostituendo succes- 
sivamente nell'equazione f{x):=.f{X'^h) i due valori 
estremi di x: si trova /i =: ± 5, che è appunto la differenza 
de' valori estremi di x^ come deve aver luogo per le fun- 
zioni indeterminate, 2.** da x =: 6 fino ad a? =: 10 la fun- 
zione è semplice, con un minimo zero, relativo ad un mas- 
simo infinito, 3.° da 0?=: 10 fino ad 3?=: 16 avvi un mas- 
simo infinito, ed un minimo finito : la funzione è semplice 
se X non può crescere oltre di 16: in caso contrario ft 
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indeterminata, con due massimi, uno de' quali infinito, ed 
un minimo intermedio finito. 
Sia 

1 — X -^ x^ 



V~ 



1 H- a? — or* 



Si trova 



dV 2(ar— 1) 



i\t 



dx (1 -♦- cv — X*) 

1 

Uguagliando a zero la derivata si ha a? rrr: — ; ed uguaglian- 
dola air infinito, si trovano per x due valori che sono 



i^Vs i-V 



5 



/VI • .> • /y* — 



Abbiamo tre valori di x; al primo corrisponde un minimo; 
ai due ultimi, due massimi infiniti, e la funzione è inde- 
terminata. Bisogna notare che la funzione è sempre posi- 
tiva per tutti i valori di x, positivi o negativi, compresi 
tra i valori estremi assegnati ; ma per altri valori maggiori 
di questi, essa diventa negativa. 
Sia 

(a — x)^ 



V = 



a — 207 



Si trova 



dV (a — xy{4x — a) 
dx {a — 2x Y 
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Uf?iiaf?liando questa derivata prima zero, e poi air infinito 
si trovano per x tre valori che sono 



a a 



I valori di X compresi tra il primo e T ultimo rendono la 
funzione nej^ativa; dunque il primo valore non soddisfa. 
La funzione è semplice, con un minimo finito, ed un mas- 
simo infinito, corrispondenti al secondo e terzo valore della 
variabile. 



Sia 



'ÒX 07* 



Si ha 



dY 3— a» — a;' 



dx ( 1 -•- a? )* 

Ponendo upuale a zero la derivata, si trovano per x duo 
valori, che sono a?=:l, e x-^ — 3. Al primo corrisponde 
un massimo Frirl; e al secondo un minimo, 7=9. 
Abbiamo dunque un minimo maggiore di un massimo, 
che è assurdo. Questo prova che nella tUnzione ci sono 
più periodi. Or, uguagliando a zero la funzione, si hanno 
due valori di a?, cioè £i?=:0, e ir=:3,' questi sono i va- 
lori estremi della variabile, fra cui intercede il valore 
a?=l, che fornisce il massimo. In questo periodo, la va- 
riabile cresce da zero fino a 3, e la funzione è indeter- 
minata. I valori di x maggiori di 3 rendono la f\inzione 
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negativa. Uguagliando sia la lUnzione, sia la derivata, 
all'infinito, si trova ,i? = — 1. Ora, decrescendo la varia- 
bile da zero fino a — 1, la funzione è semplice,, con un 
minimo uguale a zero, ed un massimo infinito; conti- 
nuando la variabile a decrescere da à^ = — 1 fino ad 
a?=: — 3, si ha un terzo periodo, con un massimo infi- 
nito, ed un minimo finito. Se la variabile può decrescere 
oltre — 3, la funzione è indeterminata, in caso contrario 
è semplice. 

Si vede dunque che colle regole stabilite si può sempre 
sapere come e quando una data funzione assuma valori 
massimi e minimi. Tutte le funzioni, o in un modo o nel- 
r altro sono capaci di tali valori, perchè ripugna che una 
grandezza non abbia valori estremi. Le eccezioni che si 
incontrano riguardano le regole per trovare questi valori; 
ma non possono alterare né il concetto né V essenza della 
funzione. Or le eccezioni si vincono con un cangiamento 
fii variabile. Per esempio le due funzioni 



V- 


.x^ 


— 3** 


-*- 


6x 


-H 


10 


w- 


■oc^ 


•òx* 


^ 


'èco 


^ 


10 



trattate colla regola ordinaria sembra che non abbiano nò 
massimo, né minimo: ma se si pone, ciò che è lecito ^7= j/*, e 

F— 1/« — 32/'-+-6i/'-h10 
ir=2/« — 3t/'-+-3i/*^10 

si trova che per j/=iO, e quindi per .^• = 0,' le due fun- 
zioni sono minime. L' altro valore della varial)ile, come 



80 CAPITOLO 8EC0ND0 

nelle curve a[)erte, può crescere indeflnitivamento, e insiein 
con essa, la funzione, verso V infinito. Le sole funzioni che 
vanno escluse da questi valori, per ragioni che si addur- 
ranno nel capitolo seguente, sono quelle che contengono 
nella loro espressione, coeflcienti differenziali. Io prendo 
il seguente problema trattato dal Lagrangia, e da pa- 
recchi altri analisti. Trovare la cui*va ad ogni punto della 
quale il prodotto 

dy 
sia un massimo od un minimo. Qui p sta per ~tz] ed il 

prodotto è quello delle rette BT, AK (Fig. 14.) i>erpen- 
dicolari ad Afi, che si prende per asse di a?, le quali in- 
contrano ne' punti T, K la retta KT tangente in m{x^ y) 
alla curva AmB. Il Lagrangia considera x, y e p come 
variabili isolate e indipendenti; e prendendo jì come sola 
variabile, colla regola stabilita pone, supponendo V il 
prodotto 

(tv , X / x\ 

^—(7n—x)[j/^p(n—x)) -H {n—x)[y^p{m'-x))=2 

Ora, da questa derivata, uguagliata a zero si cava un solo 
valore di p che ^ 

y{2x — m — n ) 
^ '~'2{m — x) (n — x) 

la funzione V non può essere un massimo ed un minimo 
appartenenti a una funzione semplice: ciò che del resto. 
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avuto rijruardo alla natura del problema, ^ cosa evidente. 
D' altra parte, la stessa natura del problema non com- 
porta che per trovare gli altri due valori di p si faccia 
F= 0. Dunque questa funzione è incapace di massimo e di 
minimo. Il Lagranjria aveva poco prima, nel capitolo terzo 
della seconda parte della Teorica delle fttnzioni analitiche 
risoluto lo stesso problema, ma messo in questi termini: 
Trovare la curva ad ogni punto della quale il prodotto 

y= (y -^ P ('^^^ — ^)) (y -^ V (n^ x)) 

b costante, od aveva considerato le variabili y e p come 
dipendenti da a:; ma nel capitolo undecime credette che 
un semplice cangiamento d' ipotesi sulla natura delle va- 
riabili potesse rendere massimo o minimo ciò che può 
essere concepito come costante. Ora questo non può essere, 
perchè il massimo ed il minimo delle funzioni indetermi- 
nate sono valori particolari, e non costanti. Si noti in- 
fatti che una funzione indeterminata, appunto perchò in- 
determinata, si può determinare come si vuole; ed ugua- 
ghandola ad una quantità costante, la si determina in un 
modo particolare ; ma da ciò non segue che questo valore 
costante della funzione sia massimo o minimo. Tutte le 
funzioni contenenti coeflcienti differenziali non particolari 
di qualche curva sono, ma in un altro senso, indetermi- 
nate, e si possono concepire come costanti. Per esempio, 
la derivata della superficie di rivoluzione che una curva 

I — ■ - 

genera rotando intorno all'asse di x, cioè 2^y\/l -♦-;>', 
è una funzione indeterminata, e si può porre 



II 



S2 ('APITOLO SKCONl>0 



Se ne cava l'equazione del circolo: diremo che il ragpìo a 
ò un massimo od un minimo, per la ragione che è 
costante? Similmente supponiamo che un mobile, sotto 
r azione della gravità, la cui direzione è secondo la ver- 
ticale che coincide coir asse di j/, percorra una curva con 
la velocità di proiezione secondo T asse di x^ orizzontale, 
sempre costante: quale è la curva? L'equazione differen- 
ziale del problema è 



dx 

ir 



xlJmU 



dx 
Facendo -^^^r costante, la curva che si ottiene è la 

parabola: diremo che i?, perchè costante, è un massimo 
od un minimo? Può darsi che lo sia, ma non in virtù 
della supposizione che noi facciamo. In generale se 

V=f(x,y,p,q,...) 

h un' equazione differenziale, e si sappone V costante, 
questa costante non è per sé stessa un massimo od un 
minimo, qualunque sia la curva che se ne cava. L' inde- 
terniinazione delle funzioni contenenti coeflcienti differen- 
ziali è di natura molto diversa di quella che appartiene 
alle funzioni capaci di massimo e di minimo, e di essa 
tratteremo in modo speciale nel seguente capitolo. 



CAPITOLO TERZO 
Critica del Calcolo delle Variazioni. 

, * 

Il sofrgetto che ha dato origine al calcolo delle varia- 
zioni consiste nella soluzione del secruente 

PROBLEMA 

Sia V la comune derrata di una classe di funzioni, 
ed X la variabile indi^jendente: Tro7:are tì'a tutte le 

Vdx 

quale è la massima o la minima» 

Gli analisti che più di proposito hanno preso a trattare 
la soluzione di questo problema non hanno creduto ne- 
cessario di definire con qualche precisione i significati 
che qui bisogna attribuire ai vocaboli massimo e minimo; 
parendo loro che questi vocaboli non potessero avere un 
senso alquanto diverso da quello che gli si attribuisce nel 
calcolo differenziale. Ma noi abbiamo veduto nel capitolo 
precedentf» che vi sono due specie di massimi e di minimi. 
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secondo che la funzione ò semplice od indeterminata: a 
quali di queste specie, se sono identici, appartengono quelli 
del calcolo delle variazioni ? Se V integrale fVdx, che d' ora 
in avanti intenderemo esser sempre definito, benché per 
speditezza di linguaggio non faremo uso de' segni che in- 
dicano i limiti della variabile, non comportando la natura 
del problema diversa interpretazione, fosse un massimo 
come quello delle funzioni semplici, sarebbe relativo ad 
un solo minimo; od e converso; e se come quello delle 
funzioni indeterminate, sarebbe relativo a due minimi, e 
vicendevolmente. Gli analisti non hanno avvertita questa 
correlazione; e dal calcolo delle variazioni non appare di 
quale specie di massimi e di minimi s' intende discorrere, 
se dell' una, o dell' altra, o di entrambi. Da questo primo 
punto non definito ne è nata una serie di equivoci. « Per 
ritornare, dice il più accurato storico di questo soggetto, 
al massimo e al minimo, è a dolere che una sì grande 
confusione prevale nell'uso di queste parole; imperocché 
qualche volta un' espressione si dice essere un massimo 
od un minimo, e ciò che si vuole intendere é che la sua 
variazione svanisce; altre volte, quando realmente non è 
né massima, né minima; ed altre volte un' espressione si 
dice massima, e ciò che si vuole intendere é che non é 
minima » (*). 

Siccome ci piace di esser franchi, dobbiamo osservare 
che neir analisi V usare le parole che esprìmono il soggetto 

I*) Todhunter, Historv of the calculus of variations, num. 228. 
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stesso che si deve detorminare col calcolo, ora in un senso, 
óra in un altro, è grave difetto logico, che indica una 
grande confusione non solo di parole, ma d' idee. Se il sog- 
getto della quistione non è ben determinato, a che cosa 
possono servire i calcoli? Con quale criterio s'interprete- 
ranno i risultati ? Nella mancanza di concetti chiari e pre- 
cisi di quel che siano il massimo e il minimo consiste la 
prima causa dell' oscurità e della complicazione de' proce- 
dimenti del calcolo delle variazioni, e dell' incertezza di 
parecchi suoi risultati. Perciò il lettore non si farà maca- 
viglia se ora noi sottoponiamo questi concetti ad una 
critica severa e minuta. 

« In generale, dice il Lindelòs, nel calcolo delle varia- 
zioni, come nel calcolo differenziale, il massimo od il mi- 
nimo anaUtico non è sempre il piil grande od il più pic- 
colo di tutti i. valori possibili, e qualche volta ci possono 
essere parecchi massimi e parecchi minimi » (*). 

Ecco una affermazione, in apparenza assai semplice ed 
innocua; ma in realtà gravida di molti errori, e causa di 
ragionamenti vaghi e mal fondati. Il massimo non è il 
più grande, ed il minimo non ò il più piccolo di tutti i 
valori possibili? Ma, di grazia, di quali valori s'intende 
discorrere? Di queUi che non sono compresi tra i valori 
estrenii della variabile? Allora si dice cosa fuori di pro- 
posito. Di quelli che sono compresi tra i valori estremi 
della variabile ? In questo caso si afferma un' assurdità. 

(*) Lec^on de calcnl des variations, pag. 244, Paris 18G1. 



Oltrci di che, se il massimo non ^ il più iirando, ed il 
minimo non ft il jriù piccolo di tutti i valori possibili com- 
presi fra i valori estremi della variabile, qual senso e qual 
forza possono avere i ragionamenti che si fanno nel cal- 
colo differenziale per determinare V equazione di condi- 
zione, da cui si cava il valore della variabile che rende 
massimo o minimo quello della funzione? E su che sa- 
rebbe fondato il criterio che si stabilisce per discernere 
l'uno dair altro? Trattandosi di un errore così pernicioso, 
e che ha gittate così profonde radici neir anaUsi, i più 
minuti particolari non sono da trascurarsi. Sia dunque 
V—-f(x) una funzione indeterminata (giacché a queste 
principalmente si allude), x^=a, x^=r.c i valori estremi, 
07 = 6 l'intermedio; e supponiamo che F =/*(&) sia un 
massimo: saranno /*(«), e f{c) i due minimi. Dando ora 
ad X un valore arbitrario qualunque compreso tra a e r, 
diremo che f{x) può essere minore di f{a) e maggiore 
di /"(ft), ovvero maggiore di /"(&) e minore di f{c)ì Se ciò 
potesse verificarsi in un solo caso, la teorica de' massimi e 
de' minimi diventerebbe una chimera. Il ricordare, come fa 
il Lindelòs, la proprietà che hanno alcune funzioni di es- 
sere capaci di parecchi massimi, e di parecchi minimi con- 
secutivi, è cosa affatto fuori di proposito; e ne abbiamo 
altrove assegnata la ragione. 

Chiariamo il soggetto con qualche illustrazione geome- 
trica. Siano AT, AX (Fig. 15.) due assi rettangolari; e 
supponiamo che per i punti dati A ed m passi un' infinità 
di curve, come AK. AH ore. Siano inoltre rz=z.f{;r): 



^ CHITIlJA DKL <:.\LCt>LO 1>KLLK VAIUAZIONI S7 

i/ zn (fi (x') ; U^^^^ìj/ (x) ecc. altrettanto funzioni, p:cnerato 

secondo la stessa legge, dipendenti da ciascuna di tali 

curve, ed x la varia-bile della classe. Secondo la teorica 

che abbiamo esposta nel primo capitolo, queste funzioni 

essendo della stessa natura, ed aventi di comune il punto 

m( ir, 2/), sono fra loro funzioni unigenee; si deve dunque 

avere 

dU dU dU 

dx — dx ~~~ dx ^^^• 

ovvero 

f\x) :=^ (p'{x) = i//'(ir) ecc. 

Se da queste derivate si eliminano, mediante le equazioni 
di ciascuna curva, i parametri che contengono, esse pren- 
dono tutte la stessa forma comune. Sia V questa forma; 
avremo 

r{x) = <fi(x) = ^\x) = V 

MoltipHcando ciascuna derivata per dx ed integrando, 
saranno 

f[x)=f Vdx ; (fi {x) — / Vdx ; V' (•'^) = / Vdx ecc. 

Se i limiti di questi integrali sono da a? = ( giacché ab- 
biamo preso per origine il punto A, che è uno dei punti 
dati ) fino ad ^ = AP] vale a dire, se il secondo valore di x 
è quello per cui le funzioni sono unigenee, le grandezze che 
questi integrali rappresentano sono le medesime funzioni 
in quanto sono unigenee. Si noti che affinchè le funzioni 
di una classe siano unigenee. non ^ necessario che esse 
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abbiano di comune anche un secondo punto; ma se lo 
hanno, non perciò cessano di essere unigenee. Nelle qui- 
stioni de' massimi e de' minimi spesse volte vi ò inclusa 
la condizione che le curve passino per due punti dati; e 
poiché la derivata indefinita non può avere che un solo 
valore, relativo ad uno di questi punti, così T espressione 

"Vdx rappresenta sempre funzioni unigenee. Stante ciò, 

il proposto problema si può mettere in questi termini. Di 
tutte le funzioni unigenee, genericamente rappresentate 
dall'integrale fVdx, quale ò la massima o la minima? 
Se f{x), f(^)j '^(^) sono funzioni unigenee, e suppo- 
niamo che f{x) sia la massima, e tj/ (x) la minima, il pro- 
blema non avrebbe senso, anzi sarebbe contraddittorio 
ne' suoi termini, se non fosse 

qualunque sia (fi(x). Tale, e non altro, è^il significato dei 
termini nel proposto problema; e il fantasticare un mas- 
simo che non ò il più grande, e un minimo che non è il 
più piccolo valore della funzione integrale è lo stesso che 
crear parole senza senso, e calcolare senza scopo. 

Tra i problemi de' massimi e de' minimi del calcolo 
differenziale, e quelU del calcolo integrale, vi sono dello 
differenze notabilissime, che non si possono trascurare; 
giacché da loro dipende la diversità del processo con cui 
si devono risolvere. Accennerò le principali; e affinchè il 
discoi'so riesca {)iù chiaro e più facile, farò l' analisi di duo 
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llinzioni particolari dell' una e deir altra classo. Siano 
dunque 

V—^( 2ax^ — a-^ ), e W= '^JYdT 

il volume d' un cono inscritto in una sfera, di cui « ò il 
raggio, ed x Y altezza della zona, e il volume d' un conoide. 
Entrambe queste funzioni sono indeterminate, giacché la 
prima rappresenta in modo generale tutti i coni, il cui 
numero è infinito, inscritti in una sfera; e la seconda, tutti 
i conoidi, il cui numero è anche infinito, le cui curve ge- 
neratrici si suppongono passare per due punti dati; e noi 
possiamo cercare quale è il massimo di tali coni, e di tali 
conoidi. Rispetto alla funzione F, x può variare Asl x = 
fino ad x=^2a: sono i due valori estremi che annientano 
la funzione: ci dev'essere dunque un valore intermedio a 
cui risponde il massimo di tutti i coni inscritti nella sfera. 
Questo valore intermedio è T ignota del problema. Rispetto 
alla funzione Tr, x qA y hanno valori arbitrari, ma fissi, 
cioò dati a priori; la grandezza del massimo conoide che 
si cerca non dipende dunque dai valori di x ed ?/, ma dal 
loro rapporto, che è V ignota del problema. Nel primo ramo 
deir analisi si cerca dunque un particolare valore di una 
grandezza variabile; nel secondo ramo, un particolare rap- 
porto tra due grandezze- arbitrarie, ma di valori fissi. 

Una seconda differenza più caratteristica consiste nella 
natura stessa delle due funzioni. La funzione V è deter- 
minata come grandezza specifica, e indeterminata conio 
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fjrandezza individuale. Il numero 3 che si trova come de- 
nominatore al secondo membro determina la specie dei 
solidi inscritti nella sfera: se lo si cangia, muta la specie : 
si ponga 2 invece di 3, allora i solidi inscritti sono i co- 
noidi parabolici; cangiandolo in un altro numero, si avrel>be 
un' altra specie. L' indeterminazione di V riguarda dunque 
le forme individuali che rappresenta. Ora, una funzione 
specifica è indeterminata o perchè non contiene qualche 
parametro, o perchè lo contiene in forma variabile. Nei 
problemi di massimi e minimi del calcolo differenziale, 
quando la funzione è indeterminata, il parametro ci è o 
implicitamente o esplicitamente, ma in forma variabile. 
Per la funzione che abbiamo scelta^ il parametro è Y incli- 
nazione del lato del cono al diametro del circolo che ge- 
nera la sfera: esso si trova imphcitamente contenuto in x. 
Infatti se </> è r angolo che il lato del cono fa col diame- 
tro, si ha eUminando a- 

V -- .r- ( cosV — cos^<^ ) 
ti 

Così il parametro, in forma variabile, è in evidenza nella 
funzione, e V ignota del prviblema viene ad essere il par- 
ticolare valore che deve avere questo parametro, affinchè 
V sia il massimo di tutti i coni inscritti nella sfera. 

La funzione W è determinata come genere, e indeter- 
minata come specie. La differenziale della variabile indi- 
pendente che si trova sotto il segno d' integrazione unita- 
uionU» alla derivata, determina il genere de' conoidi : can- 
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«riandò derivata e differenziale della variabile indipendente, 
si passa da un prenere ad un altro di solidi; così 2'jcfxydy 
rappresenta i solidi complementari de' conoidi. L' indeter- 
minazione di W ricruarda dunque le specie. Ora, questa 
indeterminazione consiste nella mancanza assoluta di pa- 
rametri. Infatti ciò per cui una s[)ecie di crrandezza si 
distingue da un' altra compresa sotto lo stosso crenere, 
sono i parametri contenuti neir equazione della curva jre- 
neratrice della funzione. Quando si differenzia collo scopo 
di trovare ciò che hanno di comune tutte le specie com- 
prese sotto lo stesso genere, si astrapprono, come si ^ ve- 
duto nel primo capitolo, tutti i parametri che specificano 
la funzione. Or fìnchò W resta indeterminata come specie, 
non ha alcun valore reale, n^ massimo, m"* minimo, né 
altro qualsiasi; e i)erciò il problema del calcolo integrale 
torna a questo : con quali j)arametri bisogna specificare la 
funzione TF, affinché ella a!)bia, paragonata a tutte le 
altre che sono comprese sotto lo stesso genere, il massimo 
valore? Il rapporto particolare fra (r ed ?/, di cui sopra 
abbiamo parlato, dipende appunto dai parametri che biso- 
gna trovare i)er stabilirlo. Si scorge ora in che i problemi 
de' massimi e minimi del calcolo diflFerenziale differiscono 
da quelli del calcolo integrale : ne' primi si cerca il parti- 
colare valore di un parametro variabile, che individualizzi 
una forma specifica, in guisa che la renda massima o mi- 
nima; e ne' secondi, si cercano non i valori, ma gU stessi 
parametri che devono specificare una forma generica af- 
finché ella sia massima o minima. 
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Noteremo una terza differenza. Nel calcolo differenziale, 
il massimo è necessariamente relativo a due minimi; onde 
il calcolo fornisce tre valori distinti della variabile. Cosi 
differenziando la funzione V rispetto a 7J, uizuapliando a 
zero la derivata, e riducendo, si trova 

sen(/>(2 — 3cosV)=0 

dalla quale, decomposta in due fattori, si ricavano i tre 
valori di (p che sono 



VI 



7Jz=0; (^=ir: co%(p:= V T 

i primi due relativi ai minimi; il terzo al massimo cono. 
La funzione integrale può contenere anch' essa un mas- 
simo ed un minimo; e qualche volta anche due massimi 
ed un minimo; come anche un solo massimo od un solo 
minimo. Per esempio, supponendo che le curve che pas- 
sano per due punti dati siano tutte concave verso T asse 
di X, senza bisogno di calcolo si vede che il minimo co- 
noide che può dare T integrale 'Kfifdx h il cono retto. 
Ma è chiaro che alla stessa classe di solidi appartiene il 
ciHndro, ed è un massimo. Il volume del cilindro ^ fun- 
zione di due variabiU indipendenti; e quello del cono, di 
una sola: si può cercare se tra le funzioni di una sola 
variabile, ci sia, oltre la minima, anche la massima. Su[)- 
ponendo che ci sia, h chiaro che Y integralo orfy^dx con- 
tiene un massimo, funzione di due variabili; ed un massimo 
ed un minimo, funzioni di una sola variaì)ile. Ora. tra questi 
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massimi o minimi, contenuti sotto la stessa espressione 
integrale, non ci è rapporto analitico; vale a dire, che 
dal rapporto tra x eA y che dà una di tali funzioni, non 
si possono cavare le altre, quando ci sono, attribuendo 
divelli valori ai parametri, con i quali si determina il 
rapporto fra le variabili. La ragione è che le funzioni 
massime e minime del calcolo integrale sono grandezze 
specificamente distinte, ed una grandezza di questa natura 
non può essere relativa ad un' altra, benché compresa 
sotto lo stesso genere. Da ciò non bisogna conchiudere 
che il calcolo sia impotente a fornire tutti i massimi e 
minimi che si comprendono in una funzione integrale in- 
determinata; anzi vedremo che li fornisce tutti; ma fra 
loro non ci è rapporto, come tra quelli del calcolo diffe- 
renziale, che sono tutti forme individuali comprese sotto 
la stessa specie. 

Così chiariti i termini della quistione sarà facile scor- 
gere r errore in cui cadde il Lagrangia, supponendo che 
per trovare la funzione massima o minima dell'integrale 
fVdx si dovesse uguagUare a zero la derivata dell' inte- 
grale, presa rispetto a un parametro variabile; la quale 
derivata ò quella che si chiama la variazione. Imi)f}rocchò 
la funzione non contiene parametri; nò si può supporre 
che li contenga, stantecchè l' introduzione di questi para- 
metri nella comune derivata 7 è l' oggetto diretto e unico 
della quistione. Ma concediamo per un momento che, fa- 
cendo uso dell' artificio abituale dell' analisi, si possa sup- 
porre risoluto il problema, ossia che 1' integrale con- 
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tonpa i parametri: in virtù di quale principio di analisi 
si afferma, che upruaprliando a zero la variazione di questo 
integrale, la funzione che se ne ricava debba essere mas- 
sima minima fra tutte quelle che sono comprese sotto lo 
stesso genere, mentre sappiamo che queste funzioni sono 
tutte specificamente distinte, e che quindi le loro grandezze 
sono affatto indipendenti le une dalle altre ? Il saperi che 

così si fa nel calcolo differenziale non criova a nulla: im- 

» 

perocché in questo calcolo le grandezze, fra cui si cerca 
la massima o la minima, dipendono tutte dalla stessa va- 
riabile; la quale, quando la funzione è indeterminata, è 
anche un parametro, sia che si trovi in forma esplicita, 
sia in forma implicita; conseguentemente facendo variare 
questo parametro si passa da una funzione all'altra; e 
quando si giunge alla massima o alla minima, la sua de- 
rivata deve necessariamente esser zero od infinita. Che se 
la funzione è semplice, facendo crescere la varialnle si 
passa da un valore ad un altro della stessa funzione, ed 
ai valori estremi della variabile, la derivata della funziono 
è pur anche zero od infinita. Ma nel calcolo integrale ciò 
non può aver luogo; 1.** perchè la grandezza massima o mi- 
nima è stabilita a priori con i limiti dell' integrale; 2.° per- 
chè il supposto parametro della funzione che si fa variare 
non appartiene alle altre specie di funzioni che simbolica- 
mente sono rappresentate dallo stesso integrale, e che in 
realtà non esistono, né possono esistere fino a che nella 
comune derivata non siano stati introdotti i loro parti- 
colari parametri, ed eseguito le integrazioni : ondo la sup- 
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[)Osizione che nel!' integrale sìa stato introdotto un para- 
metro della funzione massima o minima che si cerca, non 
include, né può includere, senza dare nell" assurdo mani- 
festo, r introduzione sotto lo stesso integrale de' parametri 
di tutte le infinite funzioni che rappresenta. Donde segue 
che facendo variare il parametro della supposta funzione 
massima o minima, le altre funzioni non subiscono alcun 
cangiamento, e restano, per così dire, immobili al loro 
posto. 3." perchè il parametro della funzione che si cerca 
non si puf) far crescere o diminuire senza che la funzione 
cresca o diminuisca allo stesso modo; giacché in questa 
specie di problemi, esso non è analiticamente vincolato 
alle coordinate di un' altra curva, come ha luogo ne' pro- 
blemi de' massimi e minimi del calcolo differenziale. Si 
passino in rassegna le funzioni, che fra tutte quelle della 
stessa classe si conoscono per pure considerazioni geome- 
triche essere massime o minime, e si vegga quel che suc- 
cede, quando si fa variai-e un loro parametro. Prendiamo 
ad esempio la retta che congiunge due punti dati : essa 
ha la minima lunghezza fra tutte le curve che passano 
[)er gli stessi punti. Sia l la lunghezza compresa fra i due 
punti; (f l'angolo che essa fa coli' asse di a?; e poniamo 
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E manifesto che il parametro di questa funzione h V an- 
golo (fi. Ritenendo ^r costante, come si suppone nel cal- 
colo delle variazioni, e facendo crescere (fi, la lunghezza / 
crosc(^• facondo invoco diminuirò f, 1 diminuisco. 
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Similmente supponiamo che si voglia conoscere Y area 
massima o minima compresa fra le coordinate cv ed y, e 
r arco s della curva. Prendendo V arco s per variabile 
indipendente, Y integrale da rendere massimo o minimo 



è Jy\/ ^ — ~T~^ ^^* Procedendo colle regole stabilite si 

trova che la curva è un arco circolare. Sia a il raggio di 
questo circolo: prendendo Y estremità del diametro per 
origine, Y equazione del circolo è 

e la funzione cercata viene ad essere 



a^ 



Z7z=: -^ (ffi — sen<j*cos(^) 

Il parametro di questa funzione è il raggio a. Or bene si 
ritenga Y ascissa x come costante, e si faccia crescere il 
raggio, la funzione cresce: lo si faccia diminuire, là fun- 
zione diminuisce anche : ciò deve necessariamente accader 
sempre, sia qualsivoglia la funzione che si considera : con 
qual diritto dunque si afferma che uguagliando a zero la 
variazione dell' integrale resta determinato il rapporto tra 
X ed y che rende massimo o minimo esso integrale? 

Si può dare all' argomento precedente un' altra forma. 
Qualunque sia la funzione, e la variabile rispetto a cui 
si differenzia, uguagliando a zero la derivata, la varia- 
bile deve assumere un particolare valore che non i)uò 
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ossero arbitrariamente stabilito a priori. Por fermo vi ò 
contraddizione intrinseca tra due valori della variabile, 
r uno arbitrario, e Y altro ricavato uguagliando a zero la 
derivata; perchè questa non può essere zero, se non o ai 
valori estremi della variabile, o ad un particolare valore 
di essa, per il quale la funzione passando muta vicenda, 
ossia di crescente diventa dicrescente, od e converso. Ora 
il parametro della ftinzione integrale, che si suppone 
già determinata, ai Umiti dell' integrale ha valore ar- 
bitrario, ma fisso; dunque in virtCl di questo valore è im- 
possibile che la variazione dell' integrale sia zero. Gli 
esempii in contrario che si possono addurre si fondano 
tutti suir erronea supposizione, che i massimi ed i minimi 
del calcolo integrale siano della stessa natura di quelli 
del calcolo differenziale; ma ne abbiamo additate le dif- 
ferenze; e crediamo superfluo di dover più insistere su 
questo punto. 

A scanso di equivoci crediamo opportuno di avvertire 
espressamente il lettore che le osservazioni che facciamo 
sul calcolo delle variazioni hanno per oggetto il processo 
logico, che informa questo metodo, e non già i risultati a 
cui mena; i quali veri o falsi che siano, al presente non 
sono in quistione. Perciò dopo aver considerata in so me- 
desima r ipotesi della variazione, esamineremo ora se vi 
ò connessione necessaria fra questa ipotesi , e 1' equazione 
di condizione, con cui il Lagrangia crede di aver risoluto 
in modo generale il problema de' massimi e minimi delle 
funzioni integrali. Premettiamo che quando un'equazione 
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differenziale è integrabile almeno una volta, dev' esser 
soddisfatta, come è noto, V equazione 

dP d}Q (PR d^'U 

(A) N— ^^ -H ^^, - ^3 -H . . . ± ^^ =: 

nella quale N, P, Q, R ecc. sono le derivate parziali della 
funzione V=if{x,y,p,q^7^...u) rispetto ad y, p, q ecc, 
E quando la funzione è esattamente n volte integrabile, 
si deve verificare T altra equazione 

dP dUì (PR ^_ 

(^) ^"^ dcc'^ div^-^ dx^^""^ dx^ — -^^' 

Tanto r equazione (A), quanto la (B) vanno soggette ad 
eccezioni : così per esempio la (fi), benché la funzione data 
sia n volte integrabile, non sussiste tutte le volte che 
I' equazione differenziale di prim' ordine, ottenuta inte- 
grando n — 1 volte successivamente la data funzione, è 
la derivata di una funzione numerica, o trascendente. 
Questa eccezione è comune anche alla nota formola di 
Lexell, e alle altre consimiH. Le funzioni numeriche, sot- 
toposte al calcolo differenziale ed integrale, deviano sem- 
pre dalle regolo generaU che si cavano dalle funzioni 
algebriche, e ne abbiamo additata la ragione nella nostra 
Teorica del calcolo delle funzioni. Nessuna maraviglia 
perciò che queste funzioni facciano eccezione anche alle 
regole generali sulla integrabilità delle funzioni. Or, la- 
sciando in disparte le eccezioni, la integrabilità o non inte- 
grabiUtà delle funzioni differenziali dipende dalla natura 



CRITICA DKL CALCOLO DELLE VARIAZIONI 99' 

della funzione primitiva, e dal modo come questa si diffe- 
renzia, si suppone che sia stata differenziata. Differen- 
ziando si astrae da una data forma ciò ch'essa ha di 
comune colle altre che sono comprese nella stessa classe. 
Se la forma è individuale, colla prima differenziazione si 
passa alla specie; colla seconda, al frenerò prossimo; colla 
terza, al genere remoto; e così di seguito, fino a che non 
si arrivi al genere supremo, da cui non si può più nulla 
astrarre. I coeflcienti differenziali, o le derivate successive, 
rappresentano forme astratte, le une più universali e più 
estese delle altre. Tale è l'essenza del calcolo differen- 
ziale, come abbiamo mostrato nella nostra Teorica del cal- 
colo delle funzioni. Ma che cosa si astrae differenziando? 
Evidentemente ciò per cui una forma si distingue dalle 
altre, che son comprese nella stessa classe, vale a dire, 
ciò che i logici chiamano la differenza. Or questa diffe- 
renza può consistere 1.** in un parametro; 2.° in una va- 
riabile. Di qui hanno origine due classi di derivate, essen- 
zialmente diverse, secondo che si astrae dalla forma che 
si ha presente un parametro, o una variabile. Conside- 
riamo uno dopo r altro questi due modi di differenziare ; 
e incominciamo dal primo. Sia 

y^ — -^(2acc — x^) 

r equazione di una ellissi rapportata all' estremità dell' asse 
maggiore. È manifesto che questa ellissi è una curva o 
forma individuale, la quale si distinguo da tutte le altre 
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ellissi che hanno di comune, poniamo, Tasse maggiore, 
in virtù dell' asse minore. Se si fa variare quest' asse, la 
ellissi muta forma, si passa cioè da un' ellissi ad un' altra; 
e se lo si astrae del tutto, si annienta ogni ellissi indivi- 
duale, e si passa alla forma comune. Questo effetto si con- 
segue differenziando. Dispongo come segue la precedente 
equazione 

a* 2ax — x'^ 

Per lo scopo che vo' conseguire è indifferente considerare 
y come funzione di x, od e converso. Prendendo x por 
variabile indipendente, indicando con p la derivata di ?/, 
ottengo differenziando 

{a — x)y 
^ ~~ 2ax — x^ 

Il semiasse minore è stato astratto , cioò annullato . e 
r equazione differenziale di prim' ordine ottenuta non rap- 
presenta più alcuna ellissi individuale, sì bene ciò che 
hanno di comune tutte le ellissi della stessa specie, vale 
a dire è V equazione delle ellissi che hanno di comune il 
grand' asse. Sono così passato da una forma concreta ad 
una forma astratta. Nello stesso modo, astraendo 1' asse 
maggiore, si trova Y equazione delle elHssi che hanno di 
comune l' asse minore. Come si vede, l' equazione alge- 
brica cartesiana rappresenta una forma individuale, e 
r equazione differenziale di prim' ordine leibniziana rap- 
presenta una forma specifica. 
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Le ellissi sono una elasse di curve comprese sotto un 

genere, e ciò per cui questa classe si distingue dalle altre, 

o dal {renere, consiste nelFasse maggiore: se l'astraggo, 

trovo r equazione del genere. Dispongo così V equazione 

precedente 

px^ — ory 
«= 2px — y 

Differenziando, indicando con q la derivata di 7), e ridu- 
cendo trovo 

p^x^ — 2j)ccy -I- qx^y -•- 1/* = 

Il parametro a è stato astratto, e Y equazione differenziale 
di second' ordine ottenuta non appartiene né ad una forma 
individuale, né ad una forma specifica, ma ad una forma 
generica; vale a dire è l'equazione di tutte le classi di 
curve comprese sotto, lo stesso genere. Questa equazione 
non contiene più parametri: il genere è dunque V ultimo. 
Quando la forma che si ha presente è determinata 
come individuale, come specifica, come generica ecc., dai 
soli parametri, e differenziando si astraggono successiva- 
mente questi parametri, sia nel modo indicato, sia in 
altro equivalente, Y equazione differenziale finale che si 
ottiene è sempre integrabile. Allora Y equazione (-B), 
salvo i casi di eccezione, resta per sé stessa soddi- 
sfatta. La ragione sta in ciò, che i parametri come 
sono stati astratti od annullati per mezzo della differen- 
ziazione, così per mezzo dell' integrazione, che come ope- 
razione intellettuale ^ l'inversa dell'astrazione, si resti- 
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tuiscono. Infatti integrando si determina il genere nella 
specie, e la specie neir individuo ; or per le forme che 
consideriamo queste determinazioni consistono neir aggiun- 
gere al genere un parametro; si passa alla specie: ag- 
giungendo alla specie un altro parametro, la si concreta 
neir individuo. La forma individuale che si ottiene me- 
diante integrazioni successive è in sé stessa indeterminata, 
nel senso che può essere una qualunque di quelle che 
sono comprese sotto lo stesso genere ultimo. Questa inde- 
terminazione consiste nella grandezza, e ne' segni de' pa- 
rametri; perciò son detti costanti arbitrarie. 

Noi sappiamo che Y equazione differenziale di secondo 
ordine che testò abbiamo conseguita differenziando V equa- 
zione deir ellissi è integrabile; ma per rifermare le prece- 
denti conclusioni, V integreremo. La dispongo come qui 
appresso 

Il primo membro è di second' ordine, e dev' essere soddi- 
sfatta l'equazione (B) 



dP d^Q 
da; dx^ 



AT -K -777 -f- —. --■ 2*iV= 4iV 



Ora si ha Nz=:q; Pz=2p; Q^^y; e però 

dP d^Q 

L' equazione (B) è dunque soddisfatta. Il secondo membro 
b (li prim' ordino, e si deve avere 



CRITICA DEL CALC(tLO DKLLE VARIAZIONI 103 

dP 

come difatti ha luogo. Dunque integrando, e indicando 
con m una costante arbitraria, si ha 

py^m= — 

L' integrabilità dimostrata è totale; dunque anche la pre- 
cedente equazione di prim' ordine è integrabile. Ponendo 
y zz: rvz; e dy =: zdx -i- xdz, si trova sostituendo e riducendo 

zdz -•- mx^^dx =: 

Integrando, e supponendo n la nuova costante arbitraria, 
avremo 

2* — 2mx~^ = n 

ed eliminando z 

2/* z= 2nix -4- nx^ 

che è r equazione delle curve coniche, vale a dire, è V equa- 
zione di una di quelle curve, le cui specie sono tutte 
comprese sotto lo stesso genere, rappresentato dall'equa- 
zione differenziale di second' ordine. 

Sia, come secondo esempio, V equazione differenziale di 
terz' ordine 

3i/* — 6pxy -•- 3p*a?* -h Sqyx* — 3pqx^ — ryx^ n- 

Essa non contiene parametri lineari, e rappresenta un 
genere remoto di curve di terz' ordine. Per vedere se ò 
esattamente integrabile, la disjìongo nel seguente modo 
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ry -+- 'òjpq 


3/3' -H 3^3/ 

~ X 


6py Sy* 
' x^ x^ 



Il primo membro contiene un coeflciente differenziale di 
terz' ordine: perchè sia esattamente integrabile, dev' essere 
soddisfatta T equazione (B) 

dP d}Q d^R 

che sussiste come si può verificare. Quanto al secondo 
membro, che contiene un coeflciente differenziale di se- 
. cond' ordine, dev' essere soddisfatta V equazione 

dP d}Q 

la quale si verifica anche. Dunque V equazione dal a 6 esat- 
tamente integrabile. Integrandola, si trova 

2/' :--. ax^ H- hx^ -H ex 

che è r equazione generale delle linee di terz' ordine, o 
delle parabole divergenti, come le chiama il Newton. 

Se un' equazione differenziale, come quelle che abbiamo 
considerate, si differenzia un' altra volta, la variabile x 
scompare, e T equazione che si ottiene non è pia divisibile 
in due membri. Ciò prova che il genere che rappresenta 
r equazione differenziale è T ultimo, vale a dire, è un ge- 
nere non compreso in un altro superiore più astratto e 
più universale. Di qui ne segue che la costante arbitraria. 
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che introduce T integrazione che corrisponde a quest' ul- 
tima differenziazione, non può modificare la forma della 
funzione primitiva; essa è una semplice costante arbitraria 
relativa all' origine delle coordinate. I veri parametri sono 
quelli che determinano la forma sia individuale, sia spe- 
cifica, sia generica della funzione; perchè è astraendo 
successivamente, per mezzo della differenziazione, questi 
parametri, che si passa dall' individuo alla specie; dalla 
specie al genere; dal genere prossimo al remoto, e così di 
seguito fino al genere supremo, da cui niente più si può 
astrarre. 

Abbiamo avvertito che differenziando collo scopo di 
astrarre o di annullare successivamente i parametri che 
determinano l' equazione di una curva, è indifferente pren- 
dere per variabile indipendente una qualunque delle coor- 
dinate della curva: la ragione sta in ciò che in questo 
caso r astrazione de' parametri, o il passare da una forma 
ad un'altra più astratta, non dipende punto dalla scelta 
della variabile. Questo effetto si consegue ugualmente 
prendendo per variabile una qualunque altra grandezza 
non compresa nell' equazione della curva. Questa è la sola 
e vera ragione per cui, avuto riguardo allo scopo che vo- 
gliamo conseguire differenziando, la scelta della variabile 
indipendente è arbitraria. 

Veniamo ora al secondo caso, quando la differenza di 
una funzione dalla classe a cui appartiene consiste non 
già in un parametro, ma in una variabile. Siano AìuB 
(Fig. 17.) un'ellissi, di cui a e h sono i semiassi; e CK 

14 
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una retta. Prendiamo l' estremità a deli' asse maggiore 
dell'ellissi per origine delle coordinate; e dal punto m, 
che la retta e la curva hanno di comune, si abbassi l' ordi- 
nata mP = y. Facendo AC = m, e la tangente trigonome- 
trica dell' angolo KCX uguale a e, l' equazione della retta 

è yz:^c(x — m); e quella dell' elHssi è y^ ^= —i(2ax—x^) 

Il volume del cono che genera l'area CmP rotando in- 
torno all' asse di a?, e quello del conoide ellittico che ge- 
nera r area AmP rotando intorno allo stesso asse, sono 



V = -jT- {00 — m f 






Questi due solidi sono compresi nella stessa classe di co- 
noidi. È evidente che la differenza per cui queste due fun- 
zioni differiscono fra loro, e dal genere a cui apparten- 
gono, non può consistere nei parametri; giacché non si 
può passare da una funzione all' altra, attribuendo diversi 
valori ai parametri. La differenza che i logici chiamano 
specifica, per queste funzioni consiste nella variabile x^ 
che è quella che noi abbiamo indicata col nome di varia- 
bile della classe. I parametri di ciascuna funzione sono, 
per cosi dire, attaccati a questa variabile; in guisa che 
quando essa si astrae, differenziando, tutti i parametri, per 
mezzo delle equazioni delle rispettive curve, si ehminano. 
Così per le due funzioni proposte si trova, differenziando 
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dV 



dx 



=:5rc*(iz? — m)*; 



dW 5r6« 

dx or ^ ' 

I secondi membri di queste equazioni, senza ir, sono i 
quadrati dell' ordinata, comune alla retta e air ellissi, al 
punto m{x,y): e però si ha semplicemente 

dV dW 

Tutti i parametri dell' una e dell' altra funzione sono stiati 
eliminati. Ora, se quando si differenzia una funzione ri- 
spetto alla variabile della classe, tutti i parametri, ancora 
che il loro numero sia infinito, si eliminano dalla deri- 
vata, egU è impossibile integrare 1' equazione differenziale 
che si ottiene, prima che o mediante la equazione nota 
della curva, da cui la funzione dipende; o in altro modo, 
se la curva è ignota, non siano stati introdotti i para- 
metri nella comune derivata. In altri termini, la derivata 
che così si ottiene è comune ad un numero infinito di 
specie, che colla sola integrazione propriamente detta non 
si possono determinare; giacché l'integrazione non può 
dare che un solo parametro; mentre una specie di queste 
funzioni ne può avere qualsivoglia numero. 

Premesse queste nozioni sulla integrabilità e non inte- 
grabilità delle funzioni differenziali, si può agevolmente sco- 
prire l'equivoco che indusse in errore il Lagrangia. La 
derivata V che si contiene sotto l' integrale /Frfrr ^ quella 



108 CAPITOLO TERZ(» 

delle funzioni unifrenee: quindi T espressione yTrfa:- non ^ 
integrabile, fino a che non si esprime V in funzione di x, 
vale a dire, fino a che non si particolareggia la comune 
derivata colla introduzione de' parametri proprii della fun- 
zione massima o minima che si cerca. Or, in che modo il 
Lagrangia introduce questi parametri ? Differenziando sotto 
il segno, ed uguagliando a zero la derivata, o variazione 
dell' integrale. Indicando con 'L la quantità che è fuori 
del segno d' integrazione, egli ottiene la nota formola 

r/ dP d^Q d^R d'^LW 

Il primo membro essendo zero per ipotesi, il secondo si 
deve necessariamente decomporre in due equazioni 

ovvero, differenziando la seconda, 

_ dP dHt d^R d'T 

L —0; N— ^^ -H ^^-,— ^^3 -H . . . it ^^n-O 

La seconda di queste equazioni, identica alla condizione 
d' integrabilità delle funzioni, si considera come legittima 
conseguenza dell' ipotesi della variazione; ma ciò è falso, 
come si dimostra nel seguente modo. Sia 

V—f{x,y,p,q,.,..) 

la funzione data. Supponendo x la variabile indipendente, 
si ha differenziando 
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9 



dj__df^ df_ df^ df_ 

dx ~^ dx '^ dy ^ '^ d}) ^ '^ dq '"•"**' 

df df df df 

Poniamo a^= M; -^= N; -^=r.P; -^ ^ Q ecc. sarà 

dV 

Questa è l'equazione che il Lagrangia assume nel corso 
del suo processo. È evidente che essa è una volta inte- 
grabile, per la semplice ragione che V abbiamo ottenuta dif- 
ferenziando la funzione Vy senza eliminazione di parametri, 
che del resto essa, atteso la sua natura, non contiene e 
non può contenerne. Quindi la condizione (A) d'integra- 
bilità dev' esser soddisfatta. E però moltiplicando per dar 
e integrando, avremo 

Y—fMdx -^fNdy -^fPdp -^fQdq A 

Integrando per parti il terzo, il quarto termine ecc, si ha 

fPdp = Pp-f^dy 

dQ ,^d^Q 

fQdq=Qq—^p^J^,dy 

Dunque sarà 

/ dQ \ ri dP d^Q \ 

Per la ragione addotta, la quantità racchiusa in pa- 
rentesi sotto il sogno integralo, salvo lo eccezioni a cui 
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va soppotta l' equazione (A), ^ per sé stessa uguale a 
zero. Ma, quando non vi sono le eccezioni, lo stesso inte- 
grale è zero. Infatti essendo 

dP (PQ _ 

^- dx-^ dx^ -^ 

/./ dP d^Q \ , ^ 

r integrale /(iV — -r- -♦- ^j — - ìdy tutto al più pò- 

trebbe essere una costante. Ora, questa costante non può 
modificare in nulla né la forma che ha presa la funzione V, 
né il valore; perchè ci è l'altro integrale /3/rfa7, che con- 
tiene una costante arbitraria, a cui si può attribuire quel 
valore che si vorrà; dunque dev'essere necessariamente 

w dP d'Q V 

E però la funzione V è 

(2) V=fMdx^{P-Ì^^...)p-^Qg-^-..- 

Questa equazione dà gli identici risultati dell'altra 

dP (PQ 

perché entrambi sono ricavate dalla stessa funzione me- 
diante operazioni analitiche; ciò che del resto si può age- 
volmente verificare in tutti i casi particolari. Conseguen- 
mente il rapporto tra x ed y è rimasto per sé stesso 
determinato, indipendentemente dall'ipotesi della varia- 
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zione. Questa ipotesi, come ogni altra ipotesi, non fa che 
complicare il processo; e ciò che le appartiene come pro- 
prio è di indurre a credere che la precedente equazione 
sia la sola equazione di condizione, in virtù di cui si possa 
trovare il massimo od il minimo dell' integrale fVdx; in 
guisa che se mena ad un assurdo, il problema sia inso- 
lubile. Ora, questa equazione va soggetta ad un illimitato 
numero di eccezioni, che nascono dalla natura medesima 
della funzione V; quindi in tutti questi casi, T integrale 
fVdx non potrebbe rappresentare un massimo od un mi- 
nimo; ciò che ripugna; perchè tra Y infinito numero di 
funzioni che rappresenta questo integrale, ce ne dev'es- 
sere sempre almeno una che sia la più grande o la più 
piccola. 

Credo opportuno di mettere sotto gli occhi del lettore 
alcuni di questi casi di eccezioni, e le ragioni che si ad- 
ducono per eluderli, affin di affrettare la riforma di questa 
interessante parte delF analisi. 

Osserveremo in primo luogo che ogni qualvolta si cerca 
un massimo od un minimo assoluto, e la derivata indefi- 
nita non contiene coeflcienti differenziali della variabile 
dipendente, il calcolo delle variazioni dà per risultato 
un'equazione assurda. Infatti V non contenendo né p, 
né q, ecc. la formola (.4) si riduce ad N—.O. Supponiamo 
che sia y la variabile dipendente: per la maggior parte 
delle funzioni, di cui si cerca il massimo od il minimo 
assoluto, V contiene un solo termine, con o senza la 
variabile indipendente; ed in entrambi i casi la derivata 
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nella quale 6> 1, ed una infinità di altre relazioni fra y 
ed s sono geometricamente impossibili. Questa osservazione 
semplicissima riduce notabilmente il numero delle forine 
che può prendere V ordinata espressa in funzione dell' arco s. 
Se non se ne tien conto, se si ammettono indistintamente 
tutte le relazioni analitiche fra y ed 5, senza scartare quelle 
che non hanno significato geometrico, potrà dunque acca- 
dere che un integrale non abbia più massimo minimo, 
benché la grandezza geometrica che rappresenta deve 
averla ; ed è questo infatti clie rende chimerica la ricerca 
del minimo dell' integrale fyds » (*). 

L'analisi profonda del Lindelòs si riduce a questo di- 
scorso : supponete che tra t/ ed 5 ci sia una relazione geo- 
metricamente impossibile, come ad esempio, 3/=! -♦-2&-; 
in altri termini, supponete che y non sia l' ordinata, ed s 
non sia 1' arco di una curva, e voi avete bella e trovata 
la ragione, per cui cercando il minimo dell' integrale fyds 
v' imbattete nelF equazione assurda 1=0. Naturalmente 
se il Lindelòs si fosse accinto a spiegare perchè cercando 
il massimo od il minimo dell' integrale fydx e' imbattiamo 
nella stessa equazione assurda 1 rr: 0, con una nuova ana- 
lisi profonda avrebbe scoperta qualche altra relazione 
geometricamente impossibile tra a? ed t/. 

Lo Stegmann osserva « che 1' equazione fornita dal 
calcolo delle variazioni per il massimo per il minimo 
^ in alcuni casi impossibile; in altri casi, identica. Così 

i*) opera cit. pag. 235 e sejr. 
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se noi volessimo trovare il massimo od il minimo di 

dy 
J{y — poc)dx, dove p sta per -r— , otteniamo come equa- 
zione di condizione 2 = 0, che è impossibile. In fatti se 
trasformiamo la proposta espressione in coordinate polari, 
si vede che noi cerchiamo il massimo o il minimo di 
flì^d(p; or è evidente che questa funzione può esser fatta 
così grande o così piccola quanto ci piace » (*). 

Nota, caro lettore, con quanta disinvoltura si dà per 
evidente una ragione manifestamente falsa; infatti qui la 
sola cosa evidente è che il raggio vettore R contenuto 
sotto r integrale fR^d(p essendo, o dovendosi supporre fun- 
zione deir angolo ^, la funzione, fra i dati limiti della va- 
riabile indipendente, non può esser fatta così grande o così 
piccola come ci piace. Si scorge da questi esempi, che gli 
anaUsti si sono ben accorti degli inconvenienti a cui mena 
il , calcolo delle variazioni; e che invece di cercarne la 
causa nel processo logico, e nelP ipotesi su cui il Lagran- 
gia lo fondò, hanno preferito di eluderli, girando attorno 
air argomento, e lasciando sussistere gF inconvenienti, non 
ostante che assai gravi, e manifestamente incompatibih 
colla natura de' processi analitici. 

In secondo luogo anche quando la derivata contiene 
coeflcienti differenziali della variabile dipendente, spesse 
volte il calcolo delle variazioni mena ad una equazione 
assurda. Eccone alcuni esempi. 

(*) Non avendo presso di me V opera dello Stegmann, le parole citate sono 
prpse dalla History of the calculus of variations del Todhunier, pafr. 521-522. 
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TT' (Fig. 16.) è una retta tangente in m{.x,y) a un 
sistema di curve, come AK. Prendendo per variabile indi- 
pendente r ordinata i/, la derivata dell' area TniA, com- 
presa fra la tangente Tm^ la curva mAy e la retta AT, 
intercetta suìP asse di a;, è, supponendo U la funzione 

dy "" 2 y dy^ 

dx dj) 

Se facciamo -j~=p, e -^z=zq, abbiamo, prescindendo 

dal fattore numerico, V—.qy^. La variabile essendo i/, 
abbiamo 

dV ^ dV , 

L' equazione di condizione 

dP d*Q 
^-dJ^W = ' 

t 

qui si riduce a 2 = 0. Se invece di y si prende x per va- 
riabile indipendente, si ha 

dU ì_qy^ 

dx "" ~ 2 2>' 

dy dp 

nella quale p sta per ~j—, e q per -v— . Prescindendo dal 

segno e dal fattore numerico, porremo 
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E poro 

Facendo la sostituzione nell'equazione di condizione, si 
trova come sopra 2i--r0. 

Ritenendo che Tm sia tangente in m allo stesso sistema 
di curve, ed elevata la perpendicolare TQ che incontri 
in Q la mQ parallela all'asse di x, la derivata dell'area 
AmQTz=z U è, prendendo y per variabile indipendente 

dU 

Per non essere obbligati a ripetizioni, avvertiamo una 
volta per sempre che per p intendiamo la derivata della 
variabile dipendente; e per g, r, s ecc. le derivate suc- 
cessive della stessa variabile rispetto alla variabile indi- 
pendente. Abbiamo dunque 

V — py-^qy* 
La variabile essendo y, si ha 



dV 
dx 



N=-T-:rrO; P = y; Qz^y' 



L'equazione di condizione del calcolo della variabile for- 
nisce come soluzione 1=0. 

Se per la stessa funzione si prende x per variabile 
indipondente. si ha 
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dU_ _qy^ 

si trova come sopra 1 =: 0. 

L'area AmT rotando intomo air asse di ^ genera un 
solido, il cui volume U ha per derivata, prendendo y per 
variabile indipendente, 

dU u€ 

Farfindo V — - i/t/*, si ha 

dV dV , 

Si trova fii/=rO. 

So la derivata della stessa funzione si i)rende rispetto 

ad x, avremo 

dU JT qy^ 

'dx"~~3^ 

Si trova come sopra, prescindendo dal segno 6yzz:0. 

Se si fa rotare V area AmQT intorno ali' asse di rr, la 
derivata del volume U del solido ch'essa genera è, pren- 
dendo y per variabile indipendente, 

dU 

-^ = ^{2py'^qy') 

e se .-r ft la variabile indipendente 



dU 



-{^y'-f) 



dx " 
Si trova in entram))i i casi =fc 2y :— 0. 
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Sia mn normale al sistema delle curve che hanno di 
comune la tangente al punto m(x^y). La derivata del- 
l' area Amn r=r U, compresa fra la curva Am, la normale, 
e la retta An, intercetta suir asse di a?, è prendendo x 
per variabile indipendente 

Cercando, colle regole del calcolo delle variazioni, qual 
rapporto ci dev' essere tra x ed y, affinchè U sia un mas- - 
Simo od un minimo, si trova per risultato 1=0. 

Come il lettore può vedere, non si tratta di uno o due 
casi che facciano eccezione alla regola generale, e che con 
interpretazioni sottili si possano eludere: il numero di tali 
casi è illimitato. Bisogna inoltre notare che nell'analisi . 
le eccezioni si presentano sotto forma indeterminata; ma 
quelle che noi troviamo alla regola stabilita dal calcolo 
delle variazioni sono vere e reali equazioni assurde; il 
che è ben altra cosa che la semplice eccezione. Una con- 
seguenza assurda, che in nessun modo si può spiegare 
con i dati del problema, non può derivare se non da pre- 
messe false. Ora, il principio falso da cui queste equazioni 
assurde derivano è l' ipotesi che il massimo od il minimo 
deir integrale fVdx debba trovarsi sempre per mezzo 
della condizione di integrabilità delle funzioni, ossia della 
equazione 

dP d'Q 
ax dx^ 
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Quindi avviene che ogni qualvolta questa condizione non 
si può verificare, il calcolo delle variazioni conduce air as- 
surdo. Per esempio, vo' sapere qual è Tarea massima o 
minima dell'integrale fydx: senza bisogno di calcolo si 
vede subito, che se la curva è concava verso Y asse di a-, 
r area minima è quella del triangolo rettangolo; e se ò 
convessa, quest' area è la massima. Prendendo la voce 
curva nello stretto senso, si può inoltre cercare quale fra 
tutte le curve che passano per due punti dati. è quella, 
che colle coordinate xeAy racchiude, nel primo caso, Tarea 
massima, e nel secondo, la minima: ma è sempre indubi- 
tato che tra le funzioni di una sola variabile indipendente, 
r area del triangolo rettangolo è minima o massima, se- 
condo che le curve sono concave o convesse verso l'asse 
di X. Ora è evidente, che in questo caso la condizione di 
integrabilità non può essere soddisfatta, perche T espres- 
sione fydx non è integrabile; e non la si può rendere 
tale, che è ciò che si cerca in questa sorte di problemi, 
facendo iV=0. Ciò prova che per rendere /yrto integra- 
bile bisogna trovare per la derivata y una forma più con- 
veniente. Similmente sia V--y — j)x. Colla condizione {A) 
è impossibile trovare il massimo o il minimo dell' inte- 
grale /(y — px)dXy poiché quando si differenzia la fun- 
zione F, scompare un fattore. Infatti si ha differenziando 

dV 

-^ —P—P — qx — — qx 

La dispariziono di ;> rondo ina|)plicabile Y equazione 
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dP 
iV— :t-=0 

Quindi r equazione differenziale r/F= — xdii è integrabile, 
non ostante che la condizione d' integrabilità non sia sod- 
disfatta. Eccezioni alla condizione (A) ce ne sono moltis- 
sime. Sia y* -:: 2ax Y equazione della parabola. Disponen- 
dola così 

differenziandola, ottengo 

,2 



py_y_ 

X 2x 



^ 0^2 ^ 



Questa equazione, ottenuta per semplice differenziazione, 
b evidentemente integrabile; e l'equazione 

dP 
''-Tx = ^ 

resta per sé stessa soddisfatta, come è facile verificare. 
Ma facciamo disparire i fattori comuni x ed y, ponendo 
r equazione nella forma 

2px — y^=0 

E chiaro che questa equazione* è anche integrabile per 
mezzo di logaritmi; ma la condizione d'integrabilità non 
più si verifica. Una equazione differenziale dunque può 
essere integrabile senza che sia soddisfatta V equazione 

y dP^ (l^ d^'U 

dx "^ rfa-' " ' dx'' 

1(1 
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Il che prova che questa equazione non abbraccia tutti i 
casi d'integrabiUtà. Ora, qualunque volta una data funzione 

messa nella forma 

dV=Mdx -H Nd]/ H- Pdp -^ Qdq -^ 

non è compresa ne' casi a cui si estende la condizione di 
integrabilità, il calcolo delle variazioni deve dare per risul- 
tato un' equazione assurda. Questa è V unica e vera causa 
delle assurdità sopra notate, e non già che i problemi siano 
per s6 stessi insolubili. 

Abbiamo avvertito che quando la condizione di 
integrabilità va soggetta ad eccezioni , V integrale 

/./ dP d^Q \ 

JIN — ^ -^" ~J^ — ' ')^y *^^^ si P^^^'^ staccare dalla 

forma che ha presa la funzione V neir equazione (1), 
senza rendere o assurda o insignificante V equazione (2). 
Giova vedere, per dare una nuova conferma alle osserva- 
zioni precedenti, che cosa diventa l'equazione (1) ne' casi 
di eccezione alla condizione d' integrabilità. Prendo T ul- 
timo esempio addotto, cioè V=r:y — px. L'equazione (1) 
si riduce per il caso proposto, giacché V non contiene q, a 

dP\ 



V^fMdoc^Pp^j[N-j^)dy 



Ora si ha 



(ìu di' 

\f- n — — —• V--1-P — /•• 1" 
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■ 

K essendo una costante arbitraria. Quindi facendo la so- 
stituzione neir equazione (1), si ha 

y — px — — ij ^ K ^px -^ f{\ -h \)dij 

ossia riducendo e integrando 1' ultimo termine, 

2y — K^ 2y-^H 

II è la nuova costante arbitraria. Si vede che le due costanti 
arbitrarie Ked Ho sono uguali e di segni contrarii, o en- 
trambi zero; e V equazione si riduce ad y =r y; la quale h sì 
bene un' eccezione alla regola generale, ma non ò assurda. 
Prendiamo come secondo esempio il caso considerato dal 
Lindelòs, cioè V integrale 2^fyds. Si ha in questo caso 

V — y; N—l; P.— 0; Q — 0; M — O; e fMds = K 

K essendo una costante arbitraria. Facendo la sostituzione 
nel r equazione (1), si ha 

y=K^fdy = K^y^H. 

Abbiamo anche ora K^mll; e y^=y. C'imbattiamo nella 
eccezione, ma non già nelF assurdo. E così negli altri casi. 
Dunque possiamo conchiudere, che quando la condizione 
d' integrabilità ò soddisfatta, i risultati che il Lagrangia 
ottiene, identici a quelli che fornisce l' equazione (2), sono 
dovuti alla stessa condiziono d'integrabilità, o alla forma 
che ha presa la funzione V nella equazione (2), e non già 
air ipotesi assurda della variazione. 
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Prima di terminare questo capitolo, dobbiamo fare una 
osservazione importante sulle funzioni che rappresenta V in- 
tegrale fVdx. Generalmente si crede che cangiando la 
variabile indipendente, e dando nuova forma alla comune 
derivata, la funzione primitiva che si cerca non cangia. 
Questo è uno de' più gravi errori in cui sono caduti gli 
analisti. Supponiamo che si cerchi la massima o minima 
superficie di rivoluzione che la curva AK (Fig. 15.) genera 
rotando intorno ad un asse. La curva è necessariamente 
concava verso di un asse, e convessa verso dell' altro; e 
poiché non è in nostro arbitrio di mutare l'essenza delle 
cose, noi siamo costretti, se pur non vogliamo stare in 
sul vago e in sull' indeterminato, di scegliere l' asse verso 
di cui la curva è, poniamo, concava. Sia quello di x. 
Allora, se la curva ruota intorno all'asse di or, siccome 
la variabile di questa classe di ftinzioni é l' arco 5, la de- 
rivata della funzione U è 

dU 

e se ruota intomo all' asse di y, allora indicando la fun- 
zione con W, la derivata ft 

dW 

È evidente che le due funzioni 

U=2^fyds 
W~.2'jcfxds 



CRITICA DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI 125 

non sono le stesse ; quindi non è cosa indifferente non sta- 
bilire come dato del problema, se la curva debba essere 
concava o convessa verso di un asse; e se essa debba ruo- 
tare intorno all'uno o intorno all'altro; perchè, ripeto, 
si hanno due funzioni essenzialmente distinte, e bisof?na 
che si sappia anticii)atamente di quali de' due integrali si 
cerca il massimo od il minimo. Supjìoniamo che sia del 
primo. Ritenendo sempre s per variabile indipendente, il 
calcolo delle variazioni dà per risultato V equazione assurda 
1 =z 0. Allora si b pensato di cangiare la variabile, e si 
è posto 



dU ^ dy^ 



ovvero, che è lo stesso 



dU _ ^ I dar' 






rfy — --y V '^ dy' . 

La curva che si ottiene è la catenaria; ma invece di essere 
concava verso l' asse di x. come noi l' abbiamo supposta, 
essa è convessa; il che viene a dire, eh' essa non ruota, 
secondo la supposizione fatta, intorno all' asse di rr, ma sì 
intorno a quello di y. Infatti se invece di 



U^-2^fy'\j 






ovvero di 



r \ / dx' 
U^2orJyyì^-^,dy 
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si corca il massimo od il minimo della funzione 



W^2^fa\ll^£d. 



ovvero di 






dy 



noi troveremo la stessa catenaria, ma concava verso V asse 
di x^ vale a dire, conforme alla supposizione che facciamo. 
Dunque il calcolo delle variazioni può dire quale è la curva 
Am che ruotando intorno all' asse di y genera la super- 
ficie di rivoluzione minima; ma non già quale è la curva 
che ruotando intorno all' asse di x genera anche una su- 
perficie massima, o minima. Diremo che così posto il pro- 
blema non si può risolvere? Ma ^ evidente, senza bisogno 
di calcolo, che la retta, che passa per i punti A ed m, ge- 
nera la pili piccola superficie di rivoluzione. Questa prima 
anomaUa bastava per mettere in sulP avviso, che il cangia- 
mento di variabile fa prendere nuova forma alla funzione 
integrale. Per fermo nessuno può mettere in dubbio che 

dU 

sia la comune derivata di tutte le superficie di rivoluziono, 
che le curve, le quali, concavo o convesse che siano, pas- 
sano per i due punti dati A ed m, e che ruotano intorno 
air asso di .r. Ma prendendo x por variabile, la derivata 
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dU ./ dif 



ovvero 



dV * / da 



= 2ny \ 1 



V 



..« 



rf2/~ ^ y dif 

puf) essere comune alle stesse funzioni? In apparenza sem- 
bra di sì; ma Y apparenza non sempre è conforme alla 
realtà. Infatti T introduzione del coeflciente differenziale 

dy dx 

-i-,o-^, che esprime la tangente trigonometrica che la 

tangente alla curva fa coir asse di rr o di t/, ha mutato 
essenzialmente la funzione. L' introduzione di questo coefl- 
ciente differenziale non esercita nessuna influenza sull' in- 



r \ I dì/ 
tegrale V = 2'jvJ 2/ y 1 -»- ^/^ dx, quando la curva Ani è 

data, perchè mediante Y equazione della curva questo coe- 
flciente si elimina prima dell' integrazione. Ma flnchè non 
sia eliminato, la derivata 



dU - / r/v' 

h comune soltanto alle superficie di rivoluzione, le cui curve 
generatrici hanno di comune la tangente. Infatti sia (fi 
Y angolo che la tangente alla curva fa coir asse di x. 
La precedente derivata prende questa forma, 

dU ^ y 



2^ 



7 -^/* 

nx cos f 
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Or chi non vede che questa derivata non può esser comune 
alle curve che passano per i punti A ed m, stante che 
r angolo <p non può avere lo stesso valore per ciascuna 
di tali curve? Dunque ritenendo questa derivata, il pro- 
blema viene ad essere: Tra tutte le curve che hanno di 
comune la tangente al punto m(Xyy) quale è quella che 
rotando intorno ad un asse situato nel suo piano genera 
la massima o minima superficie di rivoluzione? Siccome 
queste curve non possono passare per i punti A ed m, i 
punti dati devono trovarsi da una parte e dall'altra di 
un asse, e le curve devono rotare intorno air altro asse. 
Così se i punti dati sono ni, n, (Fig. 18.) la curva wAm 
deve rotare intorno all' asse di y. Questa è la ragione, per 
cui il calcolo dà per solo risultato V equazione della cate- 
naria; in questo modo vien corretta V erronea supposizione 
da cui inconsciamente si parte da principio. 

Ciò che abbiamo detto di questo problema vale per tutti 
gh altri, per risolvere i quali si cangia la variabile della 
classe. La variabile della classe dell' area piana AmP =i U 
è x; e l'integrale U:=zfydx rappresenta tutte le funzioni 
di questa classe, le cui curve generatrici possono passare 
per i punti dati A ed m. Ma se cangio la variabile, se 
prendo, per esempio, l' arco s, allora la derivata 



ds — ^ V ds" 



per la ragione tostò addotta, è comune alle sole funzioni, 
le cui curve generalrici sono quelle che hanno di comune 
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la tangente al punto ni{x, y). In breve, i coeficienti diffe- 
renziali hanno un significato loro proprio, che non è in 
nostro arbitrio di alterare in alcun modo: quando essi si 
introducono in una derivata comune, mediante un cangia- 
mento di variabile, essi modificano colla loro propria es- 
senza quella della derivata; e quindi anche la forma 
dell' integrale fVdx, e della funzione massima o minima 
che si cerca (*). 



(') Nella nostra Teorica del Calcolo delle Funzioni^ aflermamnio alla 
pagina 16 che la tangente, la corda, la secante e V arco sono funzioni uni- 
genee; poiché ivi avevamo soltanto in vista di stabilire il metodo di trovare 
la derivata di una funzione ignota, differenziando una funzione di forma 
nota. Ma al presente, in riguardo delle quistioni che dobbiamo trattare 
nel capitolo seguente, restringiamo, per le considerazioni che precedono, e 
per la ragione addotta alla pagina 12 di quest'opera, Tunigeneità ai soli 
archi e comune tangente; giacché la corda e la secante non sono funzióni 
uiiigenee agli archi, se non in quanto, mediante un moto di rotazione in- 
torno al punto comune, si fanno coincidere colla tangente. In questo modo 
di concepire la corda e la secante, tanto in uso presso gli analisti, avvi 
qualche cosa di artificiale e di sforzato, che si evita, senza alcuna perdita, 
culla restrizione accennata. 
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miassiiiii e Minlnil delle funzioni Integrali. 



Sia 

la comune derivata di una classe di funzioni unigenee: V in- 
tegrazione di ff{ oo,y,p,q,...) dx non si può effettuare 
fino a che non s'introducono nella derivata universale i 
particolari parametri della funzione che si cerca; impe- 
rocché come la derivata particolare d'una funzione uni- 
genea diventa universale, eliminando da essa i parametri 
che contiene ; così vicendevolmente la derivata universale 
si particolareggia, introducendo in essa i parametri. Or si 
introducono i parametri, e si particolareggia la comune 
derivata, eliminando le vàriabiH dipendenti y, p, q ecc. Ma 
questa eliminazione non si può fare se non in due soli 
modi; 1.** o mediante l'equazione della curva da cui la 
funzione che si cerca dipende; 2.'' o mediante operazioni 
analitiche, che particolareggiano la comune derivata, indi- 
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pendentemente da ogni dato rapporto tra x e y. È evi- 
dente che se le variabili i/, p, q ecc. si eliminano per 
mezzo di un dato rapporto tra x ed y, V integrale fVdx 
non può dare, eccetto che per mero caso, la funzione mas- 
sima minima tra tutte quelle della stessa classe. Dunque, 
poiché non sono possibili altri mezzi, il problema de' massi- 
mi e minimi delle funzioni integrali si deve risòlvere, par- 
ticolareggiando e determinando la comune derivata V per 
mezzo di operazioni anaUtiche, indipendentemente da ogni 
particolare rapporto tra oc ed y. Il Lagrangia, benché non 
ne avesse una chiara coscienza, si fondò sullo stesso princi- 
pio; ma credendo di giustificarlo, lo sopraccaricò di un' ope- 
razione non necessaria ; onde il suo metodo riuscì difettoso 
per eccesso; e quindi complicato ed oscuro. Infatti noi 
abbiamo veduto nel capitolo precedente, che differenziando 
la comune derivata 7, e dopo integrandola, essa si tra- 
sforma e si particolareggia nella funzione 

/ dQ \ ri dP d^Q \ 

la quale, quando la condizione d' integrabilità è soddisfatta, 
si divido nelle due equazioni 

dP d*Q 
^—d^^dx^ =^ 

che forniscono V identica soluzione. La funzione V prima 
di essere differenziata non conteneva alcun parametro. 
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perchò coraune ed universale; ma dopo che si è intofrrafa, 
essa ha acquistato un parametro, che è quello che si con- 
tiene implicitamente nel primo termine che è sotto il segno 
integrale; onde che è diventata particolare. Integrare è de- 

/•/ dP d^Q \ 

\^ — ~dx "^ 'dn? * 'r^ P^ 

tesse essere sempre zero, o dalla prima, o dalla seconda 
delle precedenti equazioni si otterrebbe una delle soluzioni 
possibiU 'tra quelle che l'integrale fVd^ puf) dare; ma 
noi sappiamo che la condizione d' integrabilità va soggetta 
a moltissime eccezioni; conseguentemente senza abbando- 
nare lo stesso principio, dobbiamo trasformare la ftin- 
zione V in guisa che in ogni caso si debbano poter deter- 
minare tanti rapporti reali tra x ed y, quante sono le fun- 
zioni massime e minime che V in tegrale fVdx rappresenta. 
Premettiamo che V essendo derivata di prim' ordine, 
si deve supporre eh' essa siasi ottenuta mediante semplice 
differenziazione di una funzione primitiva appartenente alla 
classe di quelle tra cui si cerca la massima e la minima. 
Stante ciò, se il pili alto coeficiente differenziale della va- 
riabile dipendente contenuto in V è dell' ordine n, bisogna 
ritenere che siasi differenziata una funzione unigenea con- 
tenente un coeficiente differenziale dell'ordine n — 1. Il 
Lagrangia nel capitolo .dodicesimo della seconda parte 
della Teorica delle funzioni analitiche allude alla stessa 
ipotesi quando dice: « Se il massimo o il minimo, invece 
di essere una data funzione di x, y, p, q ecc. dovesse 
essere la funzione primitiva di questa, considerata comò 
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funzione prima, allora non sarebbe permesso di trattane 
le quantità y^py q ecc. come indipendenti e isolate; perche 
la funzione primitiva di queste quantità dipende dal rap- 
porto eh' esse possono avere fra di loro. » E poicKè questa 
osservazione è di momento, stimo opportuno d' illustrarla 
con qualche esempio. Sia da trovare il massimo od il mi- 
nimo dell'integrale -Kfqy^dy. La grandezza ch'esso rap- 
presenta è l'area piana compresa tra la tangente, la 
curva, e la retta intercetta suU' asse di x da queste linee. 

La derivata V ==: -^ gy* si > cavata differenziando la fun- 
zione primitiva 

'^^ "2" ly ~fy^^ = ~2" —fy^^ 

Si trova infatti differenziando, prendendo y per varial)ile 
indipendente, e riducendo 

dU qy^ 



dy — ' ^ 2 

Similmente sia da trovare l' area massima o minima com- 
presa fra una curva, il raggio di curvatura, la sviluppata, 

e il valore iniziale del raggio di curvatura. L'integrale 

1 ^.(1 ^p^Y 
da rendere massimo o minimo è -^J dw. Quale 

è la funzione primitiva da cui si può cavare la derivata 

1 (1 -^p^Y 
V = ;5 per mezzo di semplice differenziazione ? 
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Evidentemente l'area del settore del circolo osculatore. 
Per fermo tirando dal centro di curvatura una parallela 
air asse della curva; indi dallo stesso punto come centro, 
con un raggio uguale a quello di curvatura, descritto un 
arco di circolo che incontri la curva al punto m{x,y), 
e r anzidetta parallela, V area del settore di questo circolo 
ò funzione unigenea a tutte quelle che rappresenta V in- 

1 r(l^p*y 
> tegrale -irj ~ rf<^. Or sia U V area di questo set- 
tore, R il raggio di curvatura ,<j> V angolo sotteso dall' arco 
del circolo, si ha 

L' angolo (p essendo complementare di quello che la tan- 
gente alla curva fa coli' asse di a?, la quale tangente è j), 
si ha <^ =: are cot p. Quindi 

1 
i/ ziz -p- /?* are cot jf> 

La variabile di questa classe di funzioni ò (p, o 2^ che ò 
lo stesso, ed R va considerato come costante, giacché è il 
raggio di un circolo; perciò differenziando rispetto a p^ 
cangiando dopo la variabile p in rr, si trova 



Ma 



dU 
dx 


1 i?»g 

2 X-o-p" 


T) 


(lH-p«)^ 
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Quindi eliminando R, e prescindendo dal segno, si ha 

dx 2 q 

Così in tutti i casi. Su questa osservazione si fonda il 
processo e Perdine che noi terremo per trovare le forme 
che deve assumere la funzione 7, affinchè fVdx divenga 
integrabile, indipendentemente da qualsiasi dato rapporto 
tra 00 ed y. 

Primo Caso. V zzi f( x, y, p ) 

Questo primo caso è il più semplice, e nello stesso tempo 
il più comprensivo, ed il più utile. Poiché V contiene p, 
bisogna supporre che essa siasi trovata differenziando una 
funzione primitiva contenente xedy solamente. Sia dunque 

V=F{x,y) 

una funzione unigenea a quelle tra cui si cerca la massima 
e la minima, ed a? la variabile della classe. Differenziando 
rispetto a questa variabile avremo 

dU_dF^ dF_ 
dx \dx '^ dy ^ 

Qualunque sia la funzione Z7, la sua derivata è comune a 
tutte le funzioni della classe, le cui curve generatrici pas- 
sano per lo stesso punto m{x,y). Sia V questa derivata: 

abbiamo 

dF dF 

dx dy ^ 
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(3ra, giacché y è funzione di x, si può concepire che, me- 
diante la equazione della curva da cui U dipende, essa si 
elimini dalle due precedenti derivate parziali. Supponendo 
perciò che, effettuata questa eliminazione di y, si abbia 

dF dF 

di=f^^y> ^=^(^) 

avremo 

V = f{x)^<p{x)v 

Poiché per ipotesi V può contenere in una maniera qua- 
lunque X, y e Pf avremo differenziando la precedente equa- 
zione, e prendendo sempre x per variabile indipendente, 

dV dV dV 

La funzione V è indeterminata; quindi noi la possiamo 
determinare uguaghando i termini che in entrambi i mem- 
bri contengono come fattori gli stessi coeficienti differen- 
ziali di y. Porremo perciò 

dV dV dV 

r(x) = -^ ; <p'{x) --- ^ ; <P(^)=-^ 

La funzione <p{x) è determinata : ma moltiplicando le prime 
due equazioni per dee, ed integrando, si ha 

Come si vede, (fi{x) si trova determinata in due modi. 
EHminando dalla espressione di V lo due funzioni arl)i- 

18 
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trarie f{a;) e (p(x) mediante i precedenti valori, si hanno 
le due seguenti combinazioni ; 



dV fdV 

dV dV 



rdV rdV 



r av 
(^) V=.-J-j-da,^p 



dx ^ dp 

La l'unzione V è particolareggiata; e le equazioni (1) 
e (2) contengono la soluzione completa di tutti i problemi 
appartenenti a questa prima classe di funzioni. Faremo 
notare che F equazione (2) è quella stessa che si ottiene 
diflFerenziando la funzione V=:^f{x,y,p); indi integrandola, 

ed uguagliando a zero l' integrale / ( N — -i- j dy, secondo 

che abbiamo veduto nel capitolo precedente. Per studiare 
il contenuto di queste due equazioni, le diflFerenzieremo 
entrambi, stando sempre alla stessa ipotesi che V contenga 
X, y e p. Ma prima facendo 

dV dV dV 

M' N' - — — P 

dx —^^' dy — ^^' # — ^ 

le disporremo nel seguente modo 

Vz=:fMdx^pfNdx 
VzzzfMdx-^Pp 

Differenziando, e avendo cura di fare al primo membro le 
sostituzioni convenute, si ha 

M -H Np -f- Pq Tzz M -H Np -4- qfNdx 
M^ Np ^ Pq .-: M^-^,p^ Pq 
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Cassando da entrambi i membri i termini identici, e ridu- 
oendo a zero i due restanti, avremo 

( q{fNd.x—P)^i) 
(3) 1 / dP\ 

Ciascuna di queste equazioni si compone di due fattori; 
ma quello contenuto in parentesi è lo stesso in entrambi : 
dunque in tutto si hanno tre fattori ; e quindi tre soluzioni 
possibili, che esprimeremo coli' equazione unica 

dP 






Non si può' sapere quali e quanti di questi fattori soddi- 
sfino alla condizione del massimo e del minimo fino a che 
non si conosca come è composta la funzione V, e di quale 
classe di funzioni unigenee essa sia la derivata. Or, rispetto 
alla composizione, tutti i casi possibili si riducono a tre 
soli, che sono: 

IJ" V non contiene p : si ha quindi P =: 0, e T equa- 
zione (4) si riduce a 

pqN--0 

Quando N non può esser zero, come accade per la mag- 
gior parte de' problemi di massimi e di minimi assoluti, 
i fattori che possono contenere la soluzione sono duo 

p—0: q — O 
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Integrando il primo una volta, il secondo due volte di se- 
guito; e indicando con a e b due costanti arbitrarie, 
abbiamo 

y Z-- a: y-- ax -^ b 

La prima rappresenta evidentemente una funzione di due 
variabili indipendenti; la seconda, una funzione di una 
sola variabile; ciò che è notevole, giacche la comune deri- 
vata delle funzioni unigenee può ottenersi sia differen- 
ziando la funzione neutra rispetto alla variabile della 
classe; sia una finzione qualunque di una sola variabile. 
Se nella classe fra cui si cerca la massima o la minima 
ci è la funzione di due variabili indipendenti, essa ^ la 
massima assoluta; e la massima o la minima tra quelle 
di una sola variabile è rappresentata dalla seconda equa- 
zione. Quando x ed y sono coordinate rettangolari, V equa- 
zione yriz a b quella di una retta parallela all'asse di x: 
la seconda equazione ^, come ò chiaro, quella della retta. 
Se poi le coordinate sono polari, cangiando x in (p, ed y 
in /?, abbiamo 

R - a; R—-a(p'^b 

la prima è 1' equazione del circolo, e la seconda, quella 
della spirale di Archimede. La funzione che dipende dal 
circolo è sempre la massima assoluta, come funzione di 
due variabili indipendenti; e la massima o la minima fra 
quelle di. una sola variabile b rappresentata dalla spirale 
di Archimede. 
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> • * 

'i." V non contiene né a?, né ?/ ; si ha in questo Ctiso 
NrrzO, e l'equazione (4) diventa 

dP 

Si hanno tre fattori; ma i due ultimi a destra esprimono 
la stessa equazione, perche secondo l'ipotesi che abbiamo 
fatta, P non contenendo né x, né y, dev'essere costante: 
quindi qualunque sia il modo con cui p é contenuto in P, 
esso deve avere un valore costante, identico a quello che 
si cava da q^^O. Generalmente quando V contiene jv, 
p=0 non è una soluzione; laonde per questo secondo 
caso la sola soluzione è data da 9 = 0. Ma dobbiamo qui 
ripetere che il giudizio finale sui fattori che forniscono 
una soluzione soddisfacente alla condizione del massimo e 
del minimo non si può fare prima che si sappia di quale 
classe di funzioni F é la derivata. 

3.** V contiene y e p, con senza x. La derivata 
che ha questa forma comprende la maggior parte dei 
problemi di massimi e minimi delle funzioni integrali. 
L' equazione (4) ha tre fattori, ma non tenendo conto, per 
la ragione anzi accennata, di p, essa si riduce a 

dP 






che. si decompone in due fattori, e può essere tanto 

dP 
q — 0, quanto, N — -1— =: 



/ 
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Integrando la prima equazione, abbiamo j; ^=r e, e essendo 
una costante arbitraria. Sia 7= /*(:r, 2/,j9): cangiando 2 
in e, e portando questo valore neir equazione (1), abbiamo. 
Meà iV essendo le derivate parziali di F rispetto ad .t e ad y, 

f{x,y,c)= fMdx -H cfNdx 

Se ir ed 2/ in questa equazione non si riducono ad una 
costante, il valore di y in x esprime quel che si chiama 
r integrale completo. Bisogna supporre che la quantità 
fNdXy effettuata V integrazione, ciò che non sempre è pos- 
sibile, come si vedrà ne' casi particolari, non contenga p 
o e. Quindi differenziando la precedente equazione rispetto 
a e solo, abbiamo . 

Eliminando per mezzo di questa equazione dair integrale 
completo la quantità e, si ottiene quel che si chiama una 
soluzione singolare. Ma la precedente equazione è identica 
all'ultimo fattore dell'equazione (4), cangiando j) in e; 
dunque questo fattore rappresenta una soluzione singolare. 
Così tutte le equazioni che fornisce il calcolo delle varia- 
zioni mediante il fattore 



dP 

iV— -7- — 
dx 



sono soluzioni singolari. Questa medesima soluzione si ot- 
tiene dall' equazione (2) ; poiclu"^ la precedente equazione 
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ò ricavata, nella forma quale ò, dalla (2) e non dalla (1). 
E però le equazioni (1) e (2) rappresentano, per questa 
classe di funzioni, la prima un integrale completo, e la 
seconda, una soluzione singolare. In che modo le equa- 
zioni (1) e (2) soddisfino alle condizioni del massimo e 
del minimo, lo si vedrà ne" casi particolari. 

Risulta da ciò che precede, 1.° che quando V' non con- 
tiene p, r equazione (1) fornisce la funzione massima o 
minima di una sola variabile indipendente, e l' equazio- 
ne (2), la massima di due variabiU; 2.** quando V non 
contiene né co, né y, dalla (1) e dalla (2) si ottiene una 
sola soluzione, vale a dire, una sola funzione massima o 
minima di una sola variabile indipendente ; 3.** finalmente 
quando V contiene y e p, con o senza x, si ottengono due 
soluzioni, relative a due distinte specie di funzioni, che 
possono essere una massima e V altra minima, ed anche 
possono avere valori uguali, come accade qualche volta. 

Prima d' illustrare la teorica con esempi ed applicazioni 
crediamo opportuno di generalizzare le equazioni (1) e (2), 
estendendole a un qualunque numero di variabili dipen- 
denti; giacché in alcuni casi speciali si ha bisogno di sup- 
porre più variabiH dipendenti. Sia dunque 

UzrsF{x,y,z.\.) 

una funzione primitiva appartenente alla classe di quelle 
tra di cui si cerca la massima e la minima, e Ma variabile 
della classe, che supporrò non essere espHcitamente con- 
tenuta in U, Differenziando ris()ott() a questa variabile, e 



lì 
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indicando con j), j)', p".,, i coeflcienti differenziali di x, 
y, z ecc. rispetto a t, si ha 

d^ rfF dF , df; 
d# "- dx P "*" dy P '*' dz P 

Per la stessa ragione sopra addotta, porremo 

dU dF dF dF 

onde 

Poiché V può contenere x, y, z, p, p', ]}" ecc. in una ma- 
niera qualunque, avremo, differenziando e prendendo sem- 
pre t per variabile indipendente, 

dV dV dV dV dV dV 

~dxP -*■ '^^ -^ WP' ^ n^' 'i ^ 'db p" ^ w '^' ^ ■■■ '"'' 



nt)p -H m q -H ^(Op -h f Kt) q' ^ nt)p" H- ^(0 q" 



Si porrà 



dV dV dV 



no; ■:ìz-=<P'it)'^ -^=nt) 



djr ' V /' (iy TV /» (^3 

dV dV dV 

'dj'-'-fi'y' w'-'^^^ ^'=^(^) 

Le tre funzioni arbitrarie f(t), <p {t), ^ (t) sono determinate; 
ma moltiplicando le prime tre per dt, e integrando, avremo 

rdV pdV . rdV 

J^df=.m; j-^dt=m; j-^dt^-n) 



MASSIMI E UIMMI DELLE Ft'NZIOSI INTEOKALI 145 

Le funzioni arbitrarie, come si vede, si determinano in 
due modi; onde eliminandole prima in un modo, e poi 
neir altro dalla espressione di V, si hanno le due equazioni 

rdV /.dV rdV 

dV dV , dV „ 
(6) V = -^p^-^,p^^^,p'^... 

Se la funzione U contenesse esplicitamente la variabile t, 
si aggiungerà a ciascuno de' secondi membri il termine 

J lìf ^®'* ^®'^®'"^ '* legge della composizione de' fattori, 
porremo, facendo 

dV dV dV dV dV dV 

dx — ^^' dy ~^^ ' dz -^^ ' dv~ ' dp—^ ' dp — ^ 

Vz=z p/Ndt -f p/N'dt -¥■ p'fN"dt 
V —. Pp -^ Pp' ^ P'p" 

Differenziandole entpambi rispetto a t, giacché F contiene 
^'j y> 2, p, p', p", abbiamo 

Np ^ Pq ^ N'p' -^ PV ■*■ N"p" -f- P'q" = 

= ^P -*- qfNdt -K N'p' H- q'fN'dt -H N"p" •*- q"fN"df 

Np -t-Pq -t- N'2ì' ■+■ P'q' -t- N"p" ■+- P'q" = 
dP dP' dP" 



tv 



Uf) 
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Gassando dall' una e dall' altra i termini identici, e ridu- 
cendo a zero i restanti, si ha 

q (fNdt — P) -H q(fN'dt — P) -h q\fN"dt — P") = 
/ dP\ , ,, dP'\ / dP"\ 

p{''--dt)^P'{''-W)^P''{''"-lu) = ^ 

Ora, i due termini racchiusi in ciascuna parentesi di queste 
equazioni sono le due determinazioni di f{t), (p{t) e -^(0; 
conseguentemente quando la condizione di integrabilità è 
soddisfatta, ciascuna parentesi è per sé stessa uguale a 
zero: dunque bisogna porre separatamente 

q{fNdt—P) = 0; q'(fN'dt -- P') — 0; q"(JN''dt—P")—0 
/ dP\ / dP\ / dP*\ 

ovvero, giacché i fattori in parentesi sono identici 



(7) 



p"<j" ( .V" - ^ ) = 



che sono la identica equazione (4) nella supposizione di 
più variabili dipendenti. 
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Applicazioni. 

Quando V non contiene p, le applicazioni delle due 
formolo stabilite non presentano alcuna difficoltà. La fun- 
zione di una sola variabile, vale a dire, quella che som- 
ministra r equazione (1), è massima o minima secondo che 
le curve si suppongono concave o convesse verso di un 
dato asse. Noi sappiamo che la funzione U di due varia- 
bili indipendenti consta di due parti V e W, di cui una 
è complementare dell' altra; quindi se F è la minima, sarà 
W la massima, od e converso. Non vi è altro criterio per 
discernere la massima e la minima fra quelle di una sola 
variabile; e in caso di dubbio, bisogna ricorrere alla regola 
di cui si serviva Eulero nella sua Methodus inveniendi 
lineas curvas macciìni minimive proprietate gaudentesy 
vale a dire, calcolare un' altra funzione della stessa classe, 
e vedere se per avventura è maggiore o minore di quelle 
che danno le due formolo stabilite; e nell' interpretazione, 
bisogna sempre aver riguardo alla concavità o convessità 
delle curve rispetto ad un asse. Per esempio, cercando il 
massimo o il minimo dell' integrale fydx, si trova che è 
r area di un triangolo rettangolo o di un trapezio ; è mas- 
sima minima? Se le curve sono concave verso l'asse 
di oc, la funzione trovata è minima, e se sono convesse, 
è massima. Or poniamo che si voglia farne la prova, 
neir ipotesi che questa funzione sia la minima, calcolando 
r area d' un segmento compreso fra le stesse coordinate 
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X ed y, e V arco di una parabola cubica data dall' equazione 

Si trova che Y area di questo segmento, supponendo uno 

2 

de' punti dati per origine, è -^ xy^ cioè è più piccola di 

quella del triangolo, che è -^ooy. Se ne può inferire che 

le formolo stabilite non forniscono il minimo? È evidente 
che no, perchè la parabola che esprime la precedente 
equazione è convessa verso l' asse di x ; in altri termini, 
nella precedente equazione le coordinate si sono scam- 
biate ; onde per fare il confronto, bisogna cangiare x in y, 
e prendere per equazione della parabola, che si è chia- 
mata cubica, la seguente 

, 27a , 

3 
ed allora T area che si ottiene, cioè -^ o^j/ è maggiore di 

quella del triangolo. E così in tutti i casi. 

dV 

Supponiamo che nella derivata delle aree piane ^ = 2/ 

si prenda 1' arcò s per variabile indipendente : avremo 



--Z- znyXI l — ^. L' integraley y yl —p^ds rappresenta 

le stesse funzioni di fydxì Abbiamo veduto nel capitolo 
precedente che le curve relative al primo integrale hanno 
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di comune la tangente, e non possono passare per gli 
stessi punti, uno de' quali è suir asse di x. Prendendo 
dunque T arco s per variabile, T area massima o minima 
che si cerca è quella compresa tra a? ed j/, e la curva 
tangente in 771 (x,y) a una retta data. Sia ^^^^(Fig. 19.) 
questa retta, ArnHla. curva che tocca la retta nel punto m; 

l'area che rappresenta l' integrale /yy ^ — P^^^ ^ A7nP. Po- 
niamo 7=: yA/l — p*. Qui abbiamo, giacché la variabile é 5, 

dV dV I -_ dx^ dV_ py 

ds —^' dy '-' \^~^^^ -~ ds ' dp ^- ~ \/l—p^ ' 

pdV .^dV 

a e b sono due costanti arbitrarie da determinarsi. Le 
equazioni (1) e (2) diventano, facendo la sostituzione, 

y\^l—p^ — a'^p{X'^b) 

La prima rappresenta l' integrale completo, e la seconda 

la soluzione singolare. Per determinare geometricamente 

le due costanti arbitrarie della prima equazione, sia (p V an- 

dy I 

goio KTX; poiché si ha ^:=:sen<;J, e yl — p'=rcos<?J, 

la prima equazione diventa 

yQQ^(p= a -H (a? -H 6) sen<j> 

Dal punto m si tiri mO perpendicolare a TK, e Pn per- 
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pendicolare ad mO. Poiché TK e TX sono date insiemo 
col punto m, le rette mOy TO sono note. Prendendo Tper 
origine, siano TPzzrir, Pmnzy e TO^=:c. Si ha 

wO = (e — .r)sen(j>; mn = ?/coS(/J 

Quindi sommando 

mO-~ycos(p -K (e — i3?)sen(;J 

Confrontando questa equazione colla precedente, nella quale 
il secondo termine del secondo membro si trasporta al 
primo, si trova 

a:=:mO; e 6 = — e 

Dunque l'integrale completo è 

ycos(fi:= a -H (x — c)sen(p 

Ora, si ha a = c^ncp; quindi la precedente equazione 
Viene ad essere 

ycosfp^:: xsen<p; ossia, y=:xtdLn^(p 

che è r equazione della retta Tìh. 

Si ha inoltre y :rr.acos(p; e e — .t = a sen </>, ossia 

y (x — e) 

cos(p = -^; sen ?> — — — - — 

Quindi eliminando dall'integrale completo non per anco 
ridotto, sen<7> e cos(p, si ha 

a a 
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ovvero 

t/' H- (a? — cfzzza^ 

che è r equazione del circolo, che si descrive prendendo 
il punto come centro, ed Om z= a per raggio. Questo 
circolo è evidentemente tangente in m a TK. 

A questo identico risultato si giunge procedendo ana- 
liticamente. Infatti differenziando V equazione 



y V ^ ~^' -" ^' -*-p (^ -*- *) 



rispetto a j) solo, si ha 

vy 



Donde 



=i: rr -H 6 






yjy^-^{x^by' V i yjy^^(cc^by 



Quindi eliminando p e VI — p* dalla precedente equa- 
zione, si ha 

y* ^^^ {x-^hf 

ossia 

a ^ y y» H- (a; -H 6)* — 
ed in fine 

che ^ ia stessa equazione sopra ottenuta, portando 1" ori- 
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gine in T, facendo TO -.- e, e 6 = — e. V identico risul- 
tato fornisce l'equazione 






Si trova infatti riducendo 

don 
ds 



y=ay/l—2^^ = a 



E però 



ossia 



Donde 



y^dy^ -^ y^dx^ = a^dx 



X 



dx^ (a* — y^)= y^dy 



ydy 






ovvero 



3/* -H (a? -H /i)* = a* 



La costante arbitraria h è evidentemente la stessa TO = e 
presa col segno negativo. 

. Ritorniamo alla prima forma che ha presa T equa- 
zione (1) cangiando 6 in — e, e ponendo al primo mem- 
bro \% abbiamo 

dy 
V=a-^{x-c)-^ 

Moltiplicando per ds, e integrando, si ha 

/ Vds = as -»- xy — cy — Jyda- 
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ossia, poiché l'integrale del secondo membro è uguale a 
quello del primo, 

/7ds — -g- (05 -H 2/ (a? — e)) 

che è r area del segmento circolare AmP. Se invece 

neir equazione 

dy 



a -H {x — e) 



ds 



dy 
si fa scomparire a — <^~^ 9 perchè è zero, si ha moltipli- 
cando per ds, e integrando 

f Vds zzz fxdy ^=ixy — /j/cto' 

ovvero, essendo uguali i due integrali 

f Vds zzz-^xy 

che è r area del triangolo TmP. Secondo che è stato posto 
il problema, è evidente che quest' area è la massima, e 
quella del segmento AmP è la minima. Questa seconda 
parte della conclusione è notevole; perciò crediamo oppor- 
tuno di dimostrarla direttamente. 

Siano y = f{x) V equazione del circolo AmH, e 2/ = f{^) 
quella di una curva qualunque, riferita allo stesso sistema 
di assi, e avente di comune col circolo la tangente TK 
al punto m(x,y). Facendo crescere x di h, siano y' e y" 
i valori corrispondenti delle ordinate. Avremo svolgendo 
f{x -^ h)y e <p{x -^ h) secondo la serie di Taylor 



2t» 
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y -^ f(x) -H f'{x)h -H r^(x) -j H- r"{x -^ <?A ) 273 

y" = <p{x) -^ <p'(x)h -K f'(x) -g -H (^^'"(07 H- 5r/j) 2^ 



Sottraendo la prima dalla seconda, si ha 



giacché i primi due termini nelP una e nell' altra sono 
uguali. È chiaro che il primo membro di questa equazione 
è una quantità positiva o negativa, secondo che tale è il 
primo termine racchiuso in parentesi del secondo; giacché 
si può dare ad h un valore sì piccolo, che questo termine 
sia maggiore del secondo. Ora, il segno del primo termine 
é positivo. Infatti sia R il raggio di curvatura del circolo 
osculatore al punto m. Poiché le curve sono concave verso 
r asse di a:, e <^ é r angolo che la tangente fa collo stesso 
asse, si ha 



3 



(i^py 1 

li^:^^ — — - 



q ' (fi^'{x)cos^(p 

Donde 

1 

Si ha inoltre per il circolo Am 



1 

/•" (x) -.-- — 3- 

' ^ ' acos'^(/i 
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Quindi sostituendo queste quantità nella precedente equa- 
zione, ed indicando con b il secondo termine, abbiamo 

ir ?/' - 2 (, . 7?cosV ^ acosW "^ ^ 
ossia 

h\R—a) 



y" — 2/' - 



2aR cos V 



Ora, il raggio di curvatura R è maggiore del raggio a del 
circolo Arrij perchè ft tangente alla sviluppata della curva 
y z=z (fi{x) ; la quale sviluppata è convessa verso Y asse TX; 
onde non può trovarsi compresa nelF angolo KTX. Dun- 
que è y" > y'. La curva y ^r: (p(x) ha un contatto di primo 
ordine col circolo Am; e però essa deve abbracciare da 
una parte e dair altra questo circolo, senza poterlo tagliare; 
il che viene a dire, ch'essa incontra l'asse di x in un 
punto compreso tra T ed A. Conseguentemente V integrale 
f(p{x)dx rappresenta un' area maggiore di AmP. 

Segue da ciò che precede, che per il problema risoluto, 
r integrale completo, e la soluzione singolare, rappresentati 
dalle equazioni (1) e (2), forniscono due soluzioni reali, una 
per il massimo, e l' altra per il minimo, qualunque sia 
r inclinazione della tangente ad uno degli assi ; ma ciò non 
accade sempre, come si vedrà dai due seguenti esempi, 
che tratteremo qui appresso. 

Sappiamo che V integrale fxdy rappresenta la ftinzione 
complementare di fydx. Ma se nel primo si cangia la va- 
riabile y in ••?, e si cerca quale, fra tutte le curve che 
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hanno di comune la tangente al punto m(x,ii) è quella 



per cui r integralo Jx\J 1 — ^-r ds è un massimo ed un 

minimo, si trovano le due identiche soluzioni precedente- 
mente ottenute. La ragione è chiara : i coeflcienti differen- 

dy dx 
ziali 'T~ 9 ^ ~T' esprimono la stessa inclinazione della tan- 
gente air asse di y,o dì x ; quindi nessun cangiamento può 
essere prodotto nella essenza della funzione che si cerca. 
Il medesimo si verifica nelF esempio che ora tratteremo. 
Se si cerca fra tutte le curve che passano per due punti 
dati, quale è quella, che rotando intorno ad un asse situato 
nel suo piano, genera la massima o la minima superficie 
di rivoluzione, si trova che, prendendo V arco 5 per variabile 
indipendente, l' integrale 2^fyds rappresenta la superficie 
del cono, o del cono tronco; la quale superficie è massima 
minima, secondo che le curve sono concave o convesse 
verso r asse di rotazione. Cangiamo ora la variabile ,s in 
una delle coordinate, poniamo, x; allora la derivata 

appartiene alle ftmzioni, le cui curv-e generatrici hanno di 
comune la tangente al punto m{x,y). Si ha in questo caso 

dV_ dV_ds_ dV py 

dx ' dy ~~^ dx ^ dp a/ j «|_ p« ' 

/.rf7 ,dV 

J-^^dx^-a; f-^dx^s^h 



I 
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a ed h sono due costanti arbitrarie da determinarsi. Le 
equazioni (1) e (2) diventano 






yyj\ ^p« = a 



yi-Hp* 



La prima rappresenta V equazione della retta, giacché p 
è costante ; e la seconda quella della catenaria, avente per 
direttrice l' asse di x^ come è facile verificare. Questa me- 
desima equazione si può cavare dalla prima col noto me- 
todo che s' insegna nella teorica delle soluzioni singolari : 
ma noi vogliamo giungere per altra via allo stesso risul- 
tato, determinando cioè geometricamente le due costanti 
arbitrarie a ed h. Sia <p V angolo che la tangente alle 
curve che hanno di comune il punto dato m(^, t/) fa 
coir asse di x : la prima equazione diventa 

i/ = acoS(^ -H (5 -*- h)^en(p 

Siano TK ( Fig. 20. ) la retta tangente, T Y origine 
delle coordinate; TP=:x, Pm--y; e si tirino Pn per- 
pendicolare a rx, ed nC a Pm. Giacché V angolo ^ è 
KTX=nPC—Cnm, si ha 

PC=Pncos?i; Cm = nm^en(p'; e PC -^ Pnzr^zPm^ny 

Quindi 

y:=.Pnco^(p -I- mn^en(p 

Confrontando questa equazione colla precedente, si vedo 
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che è Pnzirza; e mn^rs-^-h. È chiaro che senza nulla 

togliere alla soluzione ottenuta , si può fare A r=: 0, ed 

senV 
7nn:=-s. Ora, si ha a^^.Tsen^; e s ^= atB.np(p =r. x . ; 

quindi 

sen^<^. 

L' integrale completo è dunque T equazione della retta Tm, 
Ma r angolo Pnm essendo retto, si ha ugualmente 

che è l'equazione della catenaria, avente per direttrice 
r asse di x. Questa equazione è identica a quella che si 
ottiene colle equazioni (1) e (2). 

Suir asse di y si tagli TA uguale a Pw o ad a: la 
catenaria tangente in m alla TK deve avere il suo ver- 
tice in A, ed il centro in T, chiamando centro per ana- 
logia air iperbole, e ad altre curve simili, T estremità del 
parametro a. Dunque se mA è T arco della catenaria 
tra il punto m, e il punto A suir asse di y, dev' essere 
mA = mw. Affinchè questa uguaglianza abbia luogo è 
evidente che V inclinazione di TK air asse di ^r o di y, 
non può avere un valore arbitrario : anzi aggiungiamo che 
non può avere se non un valore unico e determinato, e 
giammai compreso tra certi limiti, come si afferma comu- 
nemente dagli analisti. Quest'angolo si calcola mediante 
le due equazioni simultanee 
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sz=ysen(p; s=:^le — e I 



ovvero mediante l' equazione 



y-*-\y* — a* 



( y-i-\y* — a* \ 
a^ = aìO(r[ ] 



Ma a = xsen(py e aznycos(p; quindi 



1 / 1 -Hsen^\ 



sen 

Da questa equazione si deduce un valore determinato 
deir angolo <fi. Esso è stato calcolato, ed è, come è noto, 
di 56% 28' circa. 

Ritorniamo alla forma che ha presa T equazione (1) 
ponendo al primo membro V, e facendo al secondo ^ =: 0. 
Si ha 

Moltiplicando per dr, e integrando, abbiamo 

/ Vdx mz ax -^ sy — fyds 

L' integrale del secondo membro è uguale a quello del 
primo; dunque introducendo il fattore 2jt, si ha 

^fVdx = ^{ax -^ sy) 

Questa è la superficie di rivoluzione che genera V arco 
mA della catenaria. Questa superficie ^ uguale a quella 
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che genera la retta Tm. Infatti si ha a = a?sen</J; 
s = y^eu<p] quindi eliminando dalla precedente equazione 
a ed s, e facendo Tm=^l, si trova 

^fVdcc = IT ( a?'sen <p h- i/*sen (p ) ■=: ^ly 

che è la superficie conica, che genera la retta Tm rotando 
intorno allo stesso asse di x. In questo esempio abbiamo 
anche due soluzioni; ma ci è fra loro una notevolissima 
differenza; la quale sta in ciò, che l'integrale completo, 
espresso dalla equazione (l), dà la funzione minima, qua- 
lunque sia r inclinazione della tangente ad un asse ; men- 
tre la soluzione singolare, espressa dall'equazione (2), od 
anche dalla (1), non dà la funzione, pur anche minima, se 
non per il solo caso che T inclinazione della tangente 
all'asse di x sia di 56"*, 28' circa. Il contrario accade nel 
seguente problema. 

Di tutte le curve che hanno di comune la tan- 
gente, trovare quelle che hanno la massima e la mi- 
nima lunghezza. La lunghezza si deve intendere esser 
quella delle curve tra il punto comune, ed un altro so- 
pra di un asse dato. 

In coordinate polari jR e <;>, la derivata dell' arco s è 



-V 



fìs « / dW 



d(p~ V df 

È evidente che il secondo membro è uguale alla nor- 
male al punto m{Ry(p); conseguentemente questa derivata 
appartiene alle sole curve che hanno di comune la tan- 
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{rente; il che conferma T osservazione fatta alla fine del 
capitolo precedente. Poniamo dunque 



V=-\/K'-t-p* 



Sì ha 



dV dV R 

= 0; 



d<p ' dR yi?«^.j,«' 

n è una costante arbitraria. Le equazioni (1) e (2) sono, 
in questo caso, 



, /. Rdé 

\^R'-i-p* = a-t-p/ ,- 



Rd<p 

La seconda rappresenta la soluzione sinjrolare. Si trova, 
riducendo 

R* — a'^ R' ■+■ p* 

ossia 

dR* 
R*{R*-a') = a*^^i 

laonde, indicando con d una costante arbitraria, e intc- 
jirando, abbiamo 

.. dii li 

(p -^ dzz^a 1 ; -^^ air sec — 



21 
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ossia 

a=. Iicos((p -H e) 

che ò r equazione d' una retta perpendicolare ad un asse 
che fa col raggio vettore R un angolo complementare di 
(p-k-e. Sia KìuT (Fig. 21.) la comune tangente al punto 
m{R,<fi) delle curve, ed il polo. È chiaro che se si 
prende per asse polare OP, perpendicolare a ivT, la co- 
stante arbitraria 6 è zero; e la precedente equazione prende 
la forma più semplice 

a = Rcos<p 

V angolo <p è in questa ipotesi mOP, ed a è AO. La fun- 
zione cercata è la lunghezza mA sulla tangente, ed è un 
minimo. 

Differenziando la prima delle due precedenti equazioni, 
e riducendo si ha 

ohe si decompone in due fattori 



' J \ li 



Rd(p p 



Y /<:' ■*■ i>* V ^' -^ ì'' 







Dal secondo si ricava T equazione della retta già ottenuta; 
dal primo si ha, integrando due volte di seguito, 

lì = ÌMp H- e 
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nella quale b o e sono due costanti arbitrarie. È Tequa- 
zione della spirale di Archimede. Poiché (p è l'angolo 
m OPy per (^ =r 0, si ha R^ = e. Così e ò il valore del rajrgio 
vettore dopo la prima spira; e la costante h è, come ft 

noto, o~ . La curva incomincia dal polo 0. Ora, affinchè una 

spirale, che incomincia dal punto dato 0, dopo una prima 
spira, sia tangente alla retta data Tm nel punto m{R, <p)y 
ft necessario che l'angolo mOP=-<p abbia un valore de- 
terminato. Quest' angolo si calcola facilmente. Si ha infatti 

d(p 
tang AmO =: cot</> =: R -jp 

Ma dall' equazione della curva 

R = b4i-^c = ^f^R^ 

Si ha 

d(p _ 2'x 
'dR~~R^ 
dunque sarà 

R 

COt</J = 2iT -75- = (2J -f- 2lT 

Calcolando l'angolo <p si trova che è di 8°, 49', 48", 
o che h lo stesso, affinchè al punto m sia tangente la spi- 
rale di Archimede, è necessario che l'inclinazione tra la 
tangente Tm, e il raggio vettore mO sia di sr, 10', 12". 
L' arco di spirale Bm è un massimo. Infatti qualunque 
altra cun^a a cui Tm sia tangente in m. taglia 1' asse pò- 
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lare OP in un [)unto compreso tra A (\ B; W che si di- 
mostra nel sepfuente modo. Siano 

R=-f(<P) 

le equazioni della spirale di Archimede, e di una curva 
qualsiasi, il cui polo è in 0. Facendo crescere (p Aie siano 
K, R' i valori corrispondenti de' rafrfri vettori; avremo 

i2' = a</> -♦- 6 -♦- a^ 

indicando con s il resto dello svolgimento in serie della 
seconda equazione. Sottraendo la prima dalla seconda, si ha 

JR" — R'= f"(<p) -^ -H e 

giacché oltre f{(p) == «(^ -i- b. è eziandio /"'(</>) = a, essendo 
a e f'{(p) la comune sotto normale. È evidente che il segno 
del secondo membro dipende da f"{(p). Ora, f"{(fi) è quan- 
tità positiva. Infatti essendo OP perpendicolare alla tan- 
gente, e f'{(f) essendo la sotto normale, si ha 

/■'(^) = /etang(/i 
quindi 

(IR R R 

f'i^) = ^ tang ^ -H ^^ = i2 tangV ^ ^^ 

ossia 

R{\ -f-senV) 



f'i'fi) = 



L^«. 



cos*</J 
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che è quantità essenzialmente positiva. Dunque è jR" > i?', 
qualunque sia e positiva o negativa; e però la curva 
R =. f((p) abbraccia la spirale BraH^ e taglia T asse in un 
punto compreso tra A e fi ; conseguentemente la sua cur- 
vatura, e la lunghezza, sono minori di quelle dell' arco, di 
spirale Bm. 

In questo esempio la soluzione singolare fornisce la 
funzione minima, qualunque sia T inclinazione della tan- 
gente al raggio vettore; ed invece l'integrale completo, 
che è l'equazione da cui dipende la funzione massima, 
sussiste soltanto per una particolare inclinazione della 
tangente al raggio vettore. Considerando dunque i tre pro- 
blemi risoluti, si scorge, che qualche volta tanto l'inte- 
grale completo, quanto la soluzione singolare hanno luogo 
per qualsiasi rapporto tra le coordinate delle curve; altre 
volte, questo rapporto può essere qualunque per l' integrale 
completo, e determinato per la soluzione singolare ; ed altre 
volte, il rapporto è arbitrario per la soluzione singolare, 
e particolare per l' integrale completo. In tutti i casi, 
r integrale completo, quando le coordinate sono rettango- 
lari, rappresenta l' equazione della retta tangente; e quando 
sono polari, R e (p, di cui l' una o l' altra è la variabile 
indipendente, l'equazione della spirale di Archimede. Così 
tra la tangente e questa spirale vi sono delle intime affi- 
nità, che sono manifeste anche dalla forma delle loro 
equazioni. 

Trattiamo l'ultimo problema risoluto, facendo uso di 
coordinate rettangolari. Poniamo dunquo 



lOC O.M'ITOI.O «ilAUTU 



ds ^ /\ dìf 
dx ' 



V ^ "*" ^-r"' " '^^^'^ V=\l\-t- ]}' 



Si ha 



dV dV p 



dy- ' yi_Kj,«' 

pdV fdV 

indicando, al solito, con a a h due costanti .arbitrario. 
Lfì equazioni (1) e (2) saranno 



yl -t-^)' r- a-*- hp 



yj\^p* = n 



jy 



yi-f-^' 



Sia dalla prima, sia dalla seconda si ricava la medesima so- 
luzione, cioè r equazione della retta ; ma questa retta ^ 
la stessa tangente, ed è un massimo, e non un minimo, 
come si afferma comunemente, considerandosi la retta 
come corda, e non come tangente. Di tutte le rette, la 
sola tangente è funzione unigenea alle curve. Resta così 
confermato un teorema di geometria, dimostrato, se ben 
ricordo, per la prima volta dal Lagrangia, cioè che la 
lunghezza della tangente compresa tra il punto comune 
m ( 07, 1/ ), e r asse di x, è maggiore della lunghezza delle 
curve tra lo stesso punto, e lo stesso asse. 

Supponiamo ora che si vogUa conoscere quale di tutte 
le curve che passano per due punti dati al)bia la massima 
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o la minima lunghezza. La comune derivata di queste curve 



non può essere nò V/ 1 -f- -t-\ , ne V/ ir -♦- -^ ; ed il pro- 
blema a primo aspetto sembra insolubile. Ma se noi pren- 
diamo lo stesso arco s per variabile indipendente, ed x 
ed y per variabili dipendenti, la derivata F^= 1 ò talmente 
indeterminata, che essa conviene alle curve, qualunque 
siano i punti per cui passano. Ponendo perciò F =^ 1 , 
abbiamo 

dV dV /.d7 ..d7 

La formola (5) diventa 

dw dy 

Si trova integrando, e supponendo e una nuova costante 
arbitraria, 

.s =z a:v -^by -¥- e 

Per valerci della formola (6) bisognerebbe porre 
F=r Yi^*"*"JP'*J ^^ si troverebbe per risultato 1 =rl. Il 
che prova che il problema non ammette due soluzioni, ma 
una sola. Ora se a? e i/ sono coordinate rettangolari, ,<? è 
una retta, cioò la corda di tutte le curve che passano per 
due punti dati. Se invece le coordinate sono polari, can- 
giando .r in (p, ed y in R, si ha 

s — - (Up -H hR -4- e 
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che è l'arco di un circolo. Rispetto a quest' arco R e <p sono 
due variabili fra loro indipendenti; quindi o V una o T altra 
delle due costanti arbitrarie a e b dev' essere zero. Se è 
b=^Oy sarà a il raggio del circolo , e ^ la variabile dipen- 
dente da s; e se è a = 0, sarà b Y angolo sotteso dall' ar- 
co Sy ed R la variabile dipendente. Di tutte le curve che 
passano per due punti dati Y arco circolare ha la maggior 
lunghezza. Per non dare a questa conclusione un' inter- 
pretazione assurda, bisogna concepire che a partire da uno 
de' punti dati, le curve vadano sempre crescendo, o sempre 
decrescendo in curvatura fino all'altro punto. Ammessa 
questa restrizione necessaria, si comprende di leggieri, che 
r arco circolare, la cui curvatura è costante, deve avere 
la maggior lunghezza. 

Facendo nella precedente equazione a = 0, l' equazione 
s -^bR -^ e si può intendere che sia quella della spirale 
logaritmica; ma noi lasciamo agh analisti l'esaminare se 
tra tutte le curve, prese nello stretto senso, che passano 
per due punti dati, 1' arco della spirale logaritmica abbia 
la minor lunghezza. Questa curva si presenta come solu- 
zion<3 tutte le volte che in una derivata espressa in coor- 
dinate polari, si cangia la variabile indipendente <fi neìY ar- 
co s. Ma noi non entreremo in questi particolari. 

Prima di passar oltre darò un altro esempio, sceglien- 
dolo tra quelli che col calcolo delle variazioni non si possono 
risolvere. L'area piana d'un settore, in coordinate rettango- 
lari, ò, come ^ noto 

V=.y—p^r 
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Si ha in questo caso 

dV _ dy dV_ _ 

dic—~^^~~doc'' dy — ^' ^ — — ^'^ 

rdV /-rfF 

j-d^'^ = ^-y'^ 77!^^ = ^*^ 

a e 6 sono due costanti arbitrarie. Le formolc (1), (2) 
e (4) diventano 

y — 2)x =: a — 1/ -+• pco -4- bj) 
y — px^^^ a — y — px 
2pq =. 0, ossia pq=zO 

E evidente che la seconda, ed il fattore p=^0 non pos- 
sono dare la soluzione. L' unica soluzione reale si ricava 
dalla prima, o dal fattore g ^= 0, che danno T equazione 
della retta. Facendo uso della prima, si ottiene una solu- 
zione più instruttiva. Infatti essa è 

2y — 2px :=:za -^bp 

e dffferenziando, e riducendo a zero i termini che non si 
distruggono, avremo 

q(2X'^b) — 

che si decompone in due fattori 

Dalla seconda si cava per x \xn valore costante, ciò che 
dev' essere : perchè se OP ( Fig. 22. ) h Y asse polare, ed 

«2 
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nij n i punti dati, che suppongo ugualmente distanti da 
OP, per cui devono passare le curve, tirata mn che taglia 
OP nel punto A^ x h AOy che rispetto al triangolo mOn 
è costante. L'area del triangolo mOn è un minimo; e se 
nBm è un arco di circolo descritto da come centro, 
con un raggio uguale ad Om, o ad On, sappiamo che 
r area del settore OmBn è un massimo. Facendo uso di 
coordinate polari si trova, come abbiam veduto, per la 
funzione minima, l'equazione della spirale di Archimede; 
ma le curve hanno, rispetto all' asse polare, una situa- 
zione diversa da quella che abbiamo supposta nel pre- 
cedente esempio. 

Siccome non è mia intenzione di scrivere un trattato 
sui massimi e minimi delle funzioni integrali, così credo 
che i pochi esempi addotti siano sufficienti a mostrare 
che le formolo (1) e (2), coir aiuto, quando occorre, della (5) 
e (6), forniscono sempre la soluzione di que' problemi pei 
quali la comune derivata contiene ce, y e p, combinate in 
una maniera qualunque. Rare volte queste due formolo 
danno una sola soluzione: in generale ne forniscono due, 
una per la massima e l'altra per la minima; ciò che si 
concepisce a priori; giacché tra l' infinito numero di gran- 
dezze che rappresenta un integrale indeterminato fVdx, 
salvo qualche caso di eccezione, ci dev' essere la più gran- 
de e la più piccola. Passerò ora ad esporre le forme che 
deve assumere una derivata che contiene x, y, p e q. 
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Secondo Caso. V — f{or, y, p, q) 

Sia 

U=F{x,y,p) 

una funzione primitiva compresa nella stessa classe di 
quelle tra cui si cerca la massima e la minima; ed x la 
variabile indipendente, o della classe. Si ha differenziando 

dU_dF dE (IF 
dx dx '^ dy ^ '^ dp ^ 

Poiché y e p Sì suppongono funzioni di Xy porremo come 
sopra 

dF dF dF dU 

rf^=^(^)' 'd^=^^^y> ■^=^(^)'- ^ 1^=^ 

e però 

V = f{x) -I- (p{x)p -H ^{x) q 

La funzione V potendo contenere Xy y, p e g, abbiamo, 
differenziando rispetto a tutte queste variabili, ed indicando 
con M, Ny P e Q le derivate parziali di V rispetto ad 

^, y, p Q Q, 

M-*-Np-t-Pq-¥-Qr=f'(T)-*-f{x)p-t'U(x)-t-^{x))q-t-i{x)r 
Per la ragione altrove addotta, porremo 
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i 

Le due funzioni arbitrarie (p{or) e ^(rr) si possono deter- 
minare in due modi. Infatti moltiplicando le prime due 
per rfcT, e integrando, si ha 

/Mda^ ■= f(x) ; fNdx = <p {x) 

Portando questo valore di (p(x) in quello di P, avremo 

P—fNdoc — f{x) 

Quindi moltiplicando per dx, e integrando, sarà 

fPdx — fdxfNdx'= i (x) 

Se invece si elimina ^(x) da P differenziando Q. si ha 

dQ 

Come si vede (p(x) e '^(x) si determinano in due modi, 
come (p{x) sola nel primo caso trattato. Eliminando dalla 
espressione di V le tre funzioni arbitrarie f(x)^ (p{x) e ^(^) 
in tutti i modi in cui si possono combinare fra loro, si 
hanno le sepruenti equazioni di condizioni 

(8) V — fMdx -^ p/Ndx -h g (fPdx — fdxf Ndx ) 

(9) V ^fMdx -♦- 11 fNdx -^ Qq 

dQ^ 



(10) V = fMdx ^(P- -^)p ^ Qq 



Si noterà che la (10) è la stessa equazione che si ottiene dif- 
ferenziando la funzione V = f(x,y,p, q); indi integrando, 

// dP d^Qy, 
ed ufjuafrliando a zero l'integrale HP — ^"*"^rT)rf?A 
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secondo si è veduto nel capitolo precedente. Quando la 
funzione V ha la forma che le abbiamo supposta, il pro- 
blema ammette quattro soluzioni possibili, che non possono 
tutte soddisfare alla condizione del massimo e del minimo. 
Per vedere come si presentano queste soluzioni, si diffe- 
renzino le tre precedenti equazioni, sempre stando alla 
stessa ipotesi che V contenga oo, y, p e q; indi cassando 
i termini identici, e ridùcendo a zero quelli che restano 
si trova, 

' r (JdocfNdx — fPdcc -^ Q) = 

(11) I ^(/^V^— ^--^^0 

ffP d^Q 



(di' a'{^\ 



Il fattore contenuto in parentesi in queste tre equazioni 
ò lo stesso. Si noterà che nella terza, questo fattore è la 
condizione d' integrabilità delle funzioni ; e che le inte- 
grazioni successive di questo fattore non portano con s?^ 
alcuna costante arbitraria. Stante ciò, esprimeremo tutti 
e quattro i fattori coli' equazione unica 

/ dP d^Q\ 
(12) PQr{N-^^^) = 

Quando la funzione V sarà data, si esaminerà quali e 
quanti di questi fattori soddisfano alla condizione del mas- 
Simo e del minimo. E evidente che le soluzioni effettive 
non possono essere più di tre, un massimo cioè apparte- 
nente alla funzione di due variabili indipendenti, ed un 
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massimo ed un minimo tra le funzioni di una sola varia- 
bile. Se il primo è possibile, sarà dato da. p=LOy e gli 
altri due dai tre fattori restanti. Diamone qualche esempio. 

Sia F = y ( 1 "*■ l' ) "•" "^j ^^^' ^ 1^ derivata dell' area 

Amn ( Fig. 16. ) compresa tra la curva Am, la normale 
muy e la retta An intercetta sull'asse della a?, che si prende 
per variabile indipendente. 7T' è la comune tangente in 
m{x^y) a tutte le curve, come AK. Si ha 

N=l-Hp'^gy; P = 2py; Q = ^ 

e però 

dP d^Q 

L' ultimo fattore della (12) non può dare la soluzione. Ma 
è chiaro che non si può fare p ^= 0, perchè V area Amn 
non può essere quella di un rettangolo. Quindi restano 
della (12) i due fattori q ed r. Ora, integrando tre volte 
di seguito il fattore r=rO si ricava, a, 6, e essendo tre 
costanti arbitrarie 

che è l'equazione della parabola. Questa soluzione non 
può soddisfare, perchè la parabola che rappresenta è con- 
vessa verso r asse di x^ mentre, come il problema è stato 
posto, dev'essere concava. Dunque la sola soluzione reale 
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e soddisfacente è data dal fattore g = 0, che rappresenta 
r equazione della retta Tm. La ftinzione cercata è V area 
del triangolo Tmn : la quale, come è evidente senza biso- 
gno di calcolo, è la massima. Per trovare la funzione mi- 
nima, bisogna cangiare il sistema delle coordinate. Ma se 
neir equazione (12) le coordinate sono polari, dal fattore 
j)z=zO se ne cava T equazione del circolo ; or le curve, 
espresse in coordinate rettangolari, le quali hanno di 
comune la tangente TT* al punto m, abbracciano V arco 
circolare Am; quindi l'area Amn è un minimo. 
Sia come secondo esempio 

= 2g 

che sappiamo esser la derivata delle aree comprese tra 
una curva, la sua sviluppata, e due raggi di curvatura. 
La curva è supposta concava verso T asse di x. Dei quattro 
fattori dell' equazione (12) non possono evidentemente sod- 
disfare né p = 0, né r = ; poiché dal primo si cava y 
come costante, che non può essere: e dal secondo si ot- 
tiene una parabola convessa verso l' asse di a:, ciò che è 
contro r ipotesi. Restano i due altri fattori ; ma q^=0 rap- 
presenta l'equazione della comune tangente delle curve, 
e però i due raggi di curvatura sarebbero infiniti, e non 
vi sarebbe alcuna sviluppata. Dunque la sola soluzione vien 
data dall' ultimo fattore in parentesi. Per trovare 1' equa- 
zione della curva, o che é lo stesso, della sua sviluppata, 
ci serviremo dell' equazione (9). Or si ha 
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tkt 



(IV dV (1h-|J'> 

Portando questi valori nella (9) avremo 

ossia 



da cui si ottiene, come è noto, V equazione della cicloyde. 
La medesima soluzione si cava dalle equazioni (8) e (10), 
nrn con un processo piit lungo e più complicato. 

Terzo Caso. V =z f{ x, y, p, g, r ) 

Sia 

U—F{x,y,p,q) 

la l'unzione primitiva, ed x la variabile indipendente. Si ha 

dU_(ìF^ dF_ dF_ clF 

dx clx '^ dy ^ "^ ^Ip ^ ^ dq ^ 

Poniamo 

dU dF dF ^ dF dF 

^=^' 'dx=f^^y^ dij^^'^y^ rf2^=^(^)'- ;;i=^(^^> 

quindi 

F=z f(x) -H (p(x)j> ^- ^x)q -H in:{x)r 
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Differenziando nella ipotesi che V contenga x, i/, p, g ed r 
od indicando le sue derivate parziali rispetto ad a-, y ecc. 
con A/, iV, P, Q ed /?, si ha 

Si i)orrà come sopra 

il/ = f'(x) ; iV --^ (p'{x) : P^cpix)-^ ^'(.r): 
Q = ^(o?) -H TF'ix) : R=7r(x) 

Moltiplicando le prime due per d^x; e integrando, si ha 

f{x) — fMdx : <p(x)-= fNdx 

Eliminando (p{x) dalla espressione di P sarà 

^{x) = P—fNdx 

(Quindi moltiplicando per dx, e integrando 

^ {x) = fPdx — fdxfNdx 

Eliminando ì(f{x) dalla espressione di Q, abbiamo 

^'(x) = Q — fPdx -^ fdxfNdx 

o moltiplicando per dx, e integrando 

yp(x) =fQdx—fdxfPdx -h-fdx fdxfNdx 

Le quattro funzioni arbitrarie f(x\ (p(x). ^(a;) e iT(.'r) sono 
determinate. L'ultima è anche uguale ad B; ola seconda 
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o terza si possono «loterminare in altro modo. Infatti dif- 
ferenziando r equazione che contiene Q, si lia 



Ma 



Dunque sarà 



dQ 



d*R 



dQ d*R 



ed eliminando V^(a7) dall' equazione che contiene P, si trova 

dQ d*R 

Eliminando jr'{x) da Q mediante la derivata di R, si ha 

dR 

Come si vede <p{iv), ^x) e «■(<») hanno due distinte espres- 
sioni, che unitamente a f{x), danno luogo a quattro com- 
binazioni per determinare V; le quali sono 

(13) V =fMdx -t-iì/Ndx ■+■ q(fPdx —fdx/Ndx ) -t- 

-t- r (J'dxfdxfNdx — fdxfPdx -t- / Qdx ) 

(14) V —fMdx -I- TìfNdx -t- q {fPdx —fdx/Ndx) ■+■ Rr 

,. . / dR\ 

(15) V = / Mdor -t- p/Ndx -t.g(Q — -^ j ^ Rr 

/ dQ diR^ / dR\ 
m V=./Mdr^j,(^P-^^^^)^q(^Q--^^^ -H Rr 
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Faremo notare anche qui che la (16) ^ la stessa 

equazione che si ottiene differenziando la funzione 

V = f{x,yyp,q,r); indi integrando, ed uguagliando a 

w dP d^Q d^R\ 

zero IMntegrale /^iV--^^^^^rfj/. Or diffe- 

renziando le quattro precedenti equazione nella medesima 
ipotesi che V contenga x, y, p, q ed r, cassando i ter- 
mini identici, e riducendo a zero quelli che restano, si 
hanno le quattro seguenti equazioni 

s ( fdxfdxfNdx —fdxfPdx -^fQdx — R) = 

/ dR\ 

rlfdxfNdx —fPdx -h Q — -^ j = 

(17) ( / ^ dQ d^R\ 

/v — — ^-^\ — 
^ \ dx day* dx^ ) 

Il fattore contenuto in parentesi in tutte queste equazioni 
h il medesimo ; e però tutti i fattori si riducono a cinque, 
che esprimeremo coli' equazione unica 

/ dP d'-Q d'^Rx 
(18) PQrs(N-^^^-^) = <) 

Tra questi cinque fattori bisogna trovare le soluzioni che 
il problema comporta. Quando le coordinate sono rettan- 
golari, generalmente non soddisfano p, r ed s. Ma quando 
sono polari, p può contenere una soluzione. Tuttavia a 
priori non osianìo affermar nulla. Il fattore in parentesi 
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non sempre soddisfa. Per esempio, si cerca il massimo o 
il minimo dell'integrale f(qor!^ — rx^)don. Qui ahinamo 
V z= qx^ — rar^, e 



,V=0: P — 0: Q = x^-i R^ — or' 



Quindi 



(fx dx^ dx^ ~~ 



e l'equazione (18) si riduce a 

pqm =1 

e tra questi quattro fattori bisocrna cercare la soluzione 
del problema. 

Per i bisogni del calcolo integrale non occorrono altre 
formole oltre di quelle stabilite. Tuttavia per quelli che 
amano le generalità, faremo notare che ponendo mente 
ai sistemi delle equazioni (3), (II) e (17), si scorge bene 
con quale legge si compongono i fattori. In questi sistemi, 
le integrazioni successive della condizione d' integrabilità 

dP d^ d^ (VS d''U 

^^~ dx "^ dx^ ~ dx^ "*■ dx' "^dx"" "^ 

non comportano costanti arbitrarie. Conseguentemente se 

V = f(x,y,p,q,r,...u) 

^ la funzione data, nella quale w ft la derivata dell' or- 
dine w di y, i fattori che possono dare la soluzione del 
problema S(ìno compresi nelT equazione generale 
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/ dP à^Q d'R d"R\ 

(19) wn....«(.V--^-H^5— ^^-H...±^^U 

Il numero totale de' fattori di questa equazione è uguale 
air indice dell' ultima derivata parziale contenuta nella 
parentesi, più due; onde i fattori fuori parentesi, cioè i 
coeficienti differenziali successivi della variabile dipendente, 
sono n 4- 1, incominciando a contarli da p in seguito. 

Tale è la formola generale in virtù di cui si risolvono 
tutti i problemi de' massimi e minimi delle funzioni inte- 
grali definite, che dipendono da una sola variabile indi- 
pendente. Se le variabili dipendenti fossero più di una, si 
avrebbero tante equazioni come la (19), quante sono tali 
variabili. Per rendere questa soluzione completa è neces- 
sario, oltre di estenderla alle funzioni che dipendono da 
due variabili indipendenti, cioft dalle equazioni di superficie, 
dimostrare rigorosamente il principio su cui l'abbiamo fon- 
data; giacché questo principio noi l'abbiamo assunto come 
legittimo per considerazioni indirette. Non può mettersi in 
dubbio, che particolareggiando una derivata universale per 
mezzo di operazioni analitiche, giusta il metodo da noi 
adoperato, l' equazione che si ottiene é quella da cui di- 
pende la massima o minima funzione integrale. Ma perch^ 
ciò accade? Questo è un soggetto di nuove investigazioni, 
connesso con parecchi altri appartenenti alla stessa teorica, 
sul quale ritorneremo forse con altro lavoro. 
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